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Résumeé

La derniere décennie a vu se développer une approche novatrice et efficace pour
modéliser la propagation de maladies infecticuses dans des populations : I’épidémiologie
par réseaux de contacts. Utilisant des réseaux complexes pour tenir compte des interac-
tions permettant la transmission de maladies infectieuses entre les individus, la perco-
lation de liens de tels réseaux permet de prédire l'issue d’une épidémie et donc d’aider
A tester et & améliorer les politiques de santé publique. Nous présentons un nouveau
modele de percolation de liens sur des réseaux complexes possédant une quelconque
distribution de degrés et ou I'hétérogénétité de la probabilité d’occupation des liens
est explicitement intégrée. Puisque plusieurs maladies infectieuses possedent une trans-
missibilité hétérogene, due aux différences physiologiques et comportementales entre les
individus, ce modele permettra des études beaucoup plus précises et détaillées et pourra
participer a I'élaboration de politiques de santé publique mieux adaptées a la réalité.



Abstract

In the past decade, contact network epidemiology has revealed itself as a power-
ful approach to model the spread of infectious diseases in population. Using complex
networks to capture the patterns of interactions between individuals that can lead to
the transmission of an infectious disease, the bond percolation of such networks allows
one to predict the outcome of outbreaks and therefore can help testing and improving
public health strategies. We present a new bond percolation model of complex net-
works with an arbitrary degree distribution that explicitly incorporates heterogeneity
in the bond occupation probability. Since several infectious diseases show heterogeneity
in their transmissibility, mainly caused by intrinsic physiological and behavioural dif-
ferences among individuals, this model will permit more realistic investigations and
potentially lead to more precise intervention/prevention scenarios.
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pas celle d'un train arrivant en sens opposé, surtout a 3 heures du matin avec un
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“There is no dark side of the moon,
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Glossaire

Terme Signification
Noeud Unité fondamentale des résecaux complexes correspondant aux éléments en
interaction.
Lien Unité tondamentale des réseaux complexes indiquant une interaction entre

Lien dirigé
Lien non-dirigé
Degré
Degré excédant

Distribution de degrés
Hubs

Composante

Petite composante

Composante géante

Réseau dirigé
Réseau non-dirigé
Réseau semi-dirigé
Réseau multiparti

Réseau multitype

les noeuds reliés.

Lien ne pouvant étre suivi que dans un seul sens (unidirectionnel).

Lien pouvant étre suivi dans les deux sens (bidirectionnel).

Nombre de liens attachés a un noeud.

Nombre de liens par lesquels il est possible de quitter un noeud considérant
que nous sormumes arrivés en suivant un lien (et donc en excluant ce dernier).
Distribution des degrés des noeuds dans un réseau.

Noeuds possédant un degré significativement supérieur a la moyenne (aussi
appelés grands connecteurs).

Groupe fermé de noeuds ou chaque élément peut étre rejoint & partir de
n'importe quel autre élément du groupe en suivant des liens.

Composante dont la taille est indépendante de la taille du réseau (quantité
intensive) et généralement petite par rapport a la taille du réseau!(i.e. le
nombre de noeuds).

Composante occupant une fraction importante (i.e. O(1)) du réseau (quan-
tité extensive). [l n'existe typiquement qu’une seule composante géante dans
un réseau, lorsqu’il y en a une. ‘

Résean dont tous les liens sont unidirectionnels.

Réseau dont tous les liens sont bidirectionnels.

Réscau composé de liens dirigés et non-dirigés.

Réseau possédant un ou plusieurs types de noeuds et dont les liens ne
peuvent exister qu’entre deux types différents. Un réseau possédant un seul
type de noeuds est dit uniparti, un réseau possédant deux types de noeuds
est dit biparti, etc.

Réseau possédant plusieurs types de noeuds dont les réseaux multipartis
forment un sous-ensemble.

TaB. 1 — Glossaire de termes utilisés en théorie des réseaux.

LPar petite par rapport & la taille du réseau, nous voulons dire qui occupe une fraction trés inférieure

G 1 du résequ. La distinction entre les petites composantes et la composante géante ne se fait pas

typiquement par la taille

relative de celles-ci (la frontiére n’est pas clairement définie), mais via la

propri¢té d’extensivité - ou inversement d’intensivité - des composantes. Voir la section 1.2.1 pour plus

de détails.



Notation

Nous utilisons dans cet ouvrage une notation standard qu’un lecteur initié aux
mathématiques avancées devrait étre en mesure de bien comprendre. Toutefols, par
souci de concision, nous avons utilisé une notation vectorielle pour expliciter certaines
équations du formalisme présenté aux chapitres 3 et 4. Dans cette notation, la variable
inscrite en caracteére gras correspond a l’ensemble de ces variables avec le dernier
indice variant de 1 & M (le nombre de types de noeuds). Voici quelques exemples? :

k : (lﬁ,k’g,,,.,k}w) m:(azl,Jrg,...,mM)
0; (5i1,(5i2, . ,51:M) H;(z;T) : (Hil(al; T), Hio(; T), ..., Hipn(2; T))

Lorsqu’une variable telle que celles-ci est utilisée comme argument d’une fonction, notre

notation doit se lire ainsi® :

l)l(k:) = f)i(kla k?v . -;k:m)
Gi(x; T) = Gi(ar,22,. .., o;m; T)
Fij (HZ(QZ,T),T) = E] (Hzl(a:, T), ]{72(:1:, T), .. .,}],‘]w(il?; T),T)

Plusieurs objets du formalisme présenté dans ces meémes chapitres auront un ou des
indices laissés libres (voir ci-dessus). Chacun de ces indices prend des valeurs entieres
allant de 1 & M. Ainsi, il existe M objets P;(k) indiquant la distribution de degrés des
noeuds de type ¢ (i.e. un pour chaque type de noeuds).

Finalement, plusicurs quantités seront définies tout au long de cet ouvrage. Un
résumé décrivant sommairement 'ensemble de ces quantités est douné a 'annexe A et
le lecteur pourra s’y référer au besoin. Notons aussi que les formalismes de Newman [55]
et de Meyers et al. [45] ont été réécrits dans notre notation afin de faciliter la lecture
et la compréhension.

2La signification de ces symboles sera toujours expliquée & méme le texte a chaque nouvelle utilisa-
tion.
3Pour la matrice de transmissibilité T, sa présence en tant que parametre d'une fonction signifie

que certains de ses éléments sont utilisés dans la définition de cette fonction.



Prologue

Qu’ont Leonhard Euler (1707-1783) et Daniel Bernoulli (1700-1782) en commun ?
Ils étaient suisses. lls étaient contemporains. [ls étaient méme amis. Tous les deux ont
eu un intérét marqué pour les mathématiques. Ils ont été éleves de Johann Bernoulli
(1667-1748). Et bien d’autres choses encore. Toutefois, un autre lien les unissant reste
généralement méconnu : ils ont tous les deux été pionniers de disciplines qui ne sont de-
venues populaires que dans la deuxieme moitié du XX¢ siecle et dont, I'union aujourd’hui
révolutionne la modélisation mathématique en épidémiologie.

En 1735, Leonhard Euler, un des plus prolifiques mathématiciens de tous les temps,
résolut le probleme des 7 ponts de Konigsberg en étudiant les propriétés topologiques de
structures abstraites appelées aujourd’hui graphes (ou réseaux). La ville de Konigsberg
possedait alors 7 ponts enjambant la riviere Pregel et reliant deux iles & la terre ferme.
Le probleme était fort simple : est-il possible de traverser chaque pont une seule fois
sans revenir sur ses pas ! Euler réalisa que la solution résidait dans les connexions entre
les différents points de terre. De ce point de vue, la configuration géographique de la
ville était analogue & un ensemble de 4 points (les deux rives et les deux iles) reliés
entre eux par 7 liens (les ponts). L’étude de la topologie de cet objet permettait alors
de prouver que la réponse au probleme était négative. De cette étude germa une théorie,
awjourd’hui appelée théorie des graphes (ou des réseaux), qui fut popularisée par Erdés
et Rényi au milieu du XX¢ siecle et qui occupe un nombre toujours grandissant de
chercheurs aujourd’hui.

De son coté, Daniel Bernoulli, grand mathématicien suisse, fut le tout premier en
1760 a utiliser un modele mathématique pour tirer des conclusions épidémiologiques.
A cette ¢poque, la variole était endémique en Angleterre et était la cause d'un déces
sur dix. Le seul moyen de prévention disponible, appelé variolisation, consistait a cau-
ser une infection mineure en mettant des individus sains en contact avec des tissus
infectés. Cette infection mineure vaincue, les individus traités se voyaient conférés une
immunité permanente face a la variole. Toutefois, la variolisation pouvait entrainer la
mort et d'intenses débats faisaient rage a savoir si les gains au niveau de la popula-



Prologue 2

tion valaient les risques au niveau individuel. A P’aide d’un modéle mathématique et de
données réalistes, Daniel Bernoulli démontra que le déploiement a grande échelle de la
variolisation permettait de sauver un plus grand nombre de vies que le nombre de déces
potentiels que cela pouvait causer. La variolisation fut éventuellement utilisée a grande
échelle, ce qui contribua a éliminer 'endémie de variole en Angleterre. Malgré cet im-
pressionant triomphe, la modélisation mathématique resta marginale en épidémiologie
jusqu’a la fin du XX¢ siecle on I'informatique Ini donna un nouveau souffle.

Au milieu du XX¢ siecle, 'amélioration des conditions sanitaires et le dévelopement
de moyens de prévention ou de traitement toujours plus efficaces (e.g. antibiotiques,
anti-viraux, vaccins) firent croire a plusieurs que les maladies infectieuses seraient
bientot éliminées. Il n’en fut malheureusement pas ainsi. Les trente derniéres années
ont été témoins de I’émergence de nouvelles maladies infectieuses au rythme effarant
de plus d’une par an, un taux jamais vu auparavant. Il y a aujourd’hui pres de 40
maladies infectieuses qui étaient inconnues de la génération précédente. De plus, I'ex-
plosion démographique et du traffic aérien, le commerce a Péchelle mondiale et la
démocratisation du tourisme font aujourd’hui en sorte que ces maladies se propagent
géographiquement a une vitesse inégalée dans ’histoire. Avec environ 2.1 milliards de
passagers aériens en 2006, une épidémie, aussi petite soit-elle, faisant rage n’importe
oll dans le monde? est & quelques heures d’étre une menace imminente pour n’importe
quel autre endroit sur la planete. Les changements climatiques influencent aussi la si-
tuation épidémiologique mondiale puisqu’ils provoquent la migration de maladies vers
des régions auparavant épargnées. L’ensemble de ces facteurs fait en sorte qu’encore
aujourd’hui, les maladies infectieuses sont la cause d’environ 25% des déces dans le
monde. '

Face a une telle menace, les sociétés doivent se préparer a l’avance pour réagir promp-
tement et efficacement si une telle épidémic est déclarée. Bien qu’il puisse parfois exister
des moyens pratiques permettant de combattre 1’évolution d’une épidémie (e.g. antibio-
tiques, anti-viraux, vaccins), il n’est pas toujours clair comment ceux-ci devraient étre
déployés afin de minimiser les colts humains et économiques, particulierement en te-
nant compte de diverses contraintes (e.g. quantité limitée de matériel ou d’effectifs). En
simulant la propagation de maladies infectieuses dans des populations, la modélisation
mathématique permet une évaluation systématique de différents scénarios de prévention
et d'intervention avant méme qu'une épidémie ne soit déclarée. Ce nouvel outil permet
ainsi aux sociétés de se préparer a réagir et est de plus en plus utilisé comme outil
supplémentaire dans les processus de prise de décisions en matiere de santé publique.

41,'Organisation Mondiale de Ja Santé (OMS) a recensé plus de 1100 épidémies dans le monde entre
2001 et 2006.
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Depuis la contribution de Daniel Bernoulli, différentes approches ont été utilisées
pour développer des modeles mathématiques en épidémiologie. Chacune possédant ses
avantages et ses inconvénients, le choix de la technique a utiliser se fait généralement
en fonction de la situation a modéliser. L’essor de la théorie des réseaux (i.e. I'utilisa-
tion de graphes comme modeles de systemes réels) a la fin du XX siecle a permis le
développement d’une toute nouvelle approche analytique : I’ épidémiologie par réseaux
de contacts. L'avantage premier de cette méthode est qu’elle considere explicitement
la structure sociale’®, appelée réseau de contacts, en la modélisant & I’aide d'un réseau
complexe. En analysant la topologie de cette structure, il est possible de prévoir et
de quantifier I'issue finale d’une épidémie et ainsi, en principe, de tester a 'avance
différentes stratégies de prévention ou d’intervention. Toutcfois, étant encore & ses pre-
miers balbutiements, cette approche modélise les réseaux de contacts avec des réseaux
complexes ironiquement encore trop simplistes. Il est donc nécessaire de poursuivre les
efforts faits jusqu’a présent de sorte que les futurs modeles rendent compte de toute la
complexité des véritables réseaux de contacts.

Il s’agit d’ailleurs la de la motivation du projet dont les résultats sont présentés
dans ce mémoire. En effet, les modeles actuels en épidémiologie par réseaux de contacts
permettent a la probabilité de transmission de la maladie de varier d’une paire d’in-
dividus a l'autre, sous la condition qu’aucune corrélation n’existe entre les différentes
valeurs. Or, pour certaines maladies, cette hypothese n’est pas réaliste puisque les ca-
racteres génétiques ou comportementaux des individus ont une grande influence sur
la probabilité de transmission (e.g. influenza, M.T.S.). En s’inspirant des formalismes
existants, nous avons donc développé un nouvean modele considérant, des réseaux multi-
types permettant de tenir compte explicitement de ces corrélations. Dorénavant, il sera
donc possible d’effectuer des simulations beaucoup plus réalistes et ainsi permettre des
analyses de stratégies d’intervention/prévention beaucoup plus précises et détaillées.

La premiere partie du chapitre 1 introduit une série de concepts élémentaires en
épidémiologie et présente un modele mathématique fréquemment utilisé par les épidémio-
logistes. La deuxiéme partie de ce méme chapitre introduit la théorie des réseaux et
présente quelques propriétés des réseaux réels que les modeles cherchent a reproduire.
Le chapitre 2 quant & lui présente deux modeles pionniers de I'épidémiologie par réseaux
de contacts qui ont inspiré le formalisme que nous avons développé. Nous les avons
adaptés quelque peu de facon a les rendre plus compréhensibles et pour faciliter la
transition a notre formalisme. Ainsi, la notation differe quelque peu de celle utilisée
par les auteurs. Les chapitres 3 et 4 se consacrent a la présentation de notre modele et
comparent avantageusement ses prédictions aux résultats de simulations numériques.

5Cette structure joue un réle primordial dans la dynamique de la propagation des maladies infec-
tieuses en étant le support par lequel les maladies se propagent d™un individu a I'autre.




Chapitre 1

Concepts élémentaires

L’épidémiologie par réseaux de contacts est a 'interface de deux disciplines qui
ont connu un essor considérable au cours de la deuxieme moitié du XX° siecle : la
modélisation mathématique en épidémiologie et la théorie des réseaux. Puisque I'une
et 'autre font appel & des notions avec lesquelles les physiciens ne sont généralement
pas familiers, nous allons tout d’abord présenter certains concepts fondamentaux en
épidémiologie, plus particulierement en modélisation mathématique, a la §1.1 et en
théorie des réseaux a la §1.2. Notre objectif ici, n’est pas de faire une revue exhaus-
tive des sujets, mais d’introduire des notions qui seront utiles a la compréhension des
prochains chapitres et qui permettront de mettre en contexte notre travail.

1.1 Introduction a I’épidémiologie

[’épidémiologie consiste en [’étude des rapports existant entre les maladies ou tout
autre phénomeéne biologique, et divers facteurs (mode de vie, miliew ambiant ou so-
cial, particularités individuelles) susceptibles d’exercer une influence sur leur fréquence,
leur distribution, leur évolution'. Autrement dit, 'épidémiologie est une discipline qui
s'intéresse aux facteurs influencant la santé des populations et qui cherche a développer
des moyens d’atténuer leur impact lorsque celui-ci est jugé négatif.

Dans le cas des maladies infectieuses, 'épidémiologie cherche a identifier les agents
pathogenes et a comprendre leur mode de propagation. Ainsi, les épidémiologistes
cherchent & répondre a des questions telles que : quelles sont les populations & risque ?

ITiré de : Le Petit Robert 2001
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par quels moyens et dans quelles circonstances la maladie est-elle transmise ¢ quels sont
les facteurs favorisant cette transmission ¢ Ces informations permettent une meilleure
compréhension de la dynamique de la propagation, ce qui en retour permet d’orienter
les moyens de prévention et d’intervention dans le meilleur intérét de la santé publique.

1.1.1 Terminologie

Nous définissons ici quelques termes qui seront fréquemment utilisés au cours de cet
ouvrage.

Maladie infectieuse : maladie provoquée par la transmission d'un agent patho-
gene : virus, bactérie, parasite, mycose, prion, etc.

Epidémie : augmentation rapide de l'incidence d’une pathologie. Bien que souvent
utilisé dans un contexte de maladies infectieuses, ce terme peut étre utilisé pour
des phénomenes biologiques généraux (obésité, fracture de la hanche chez les
personnes agées, suicide, etc.)?.

Seuil épidémique : seuil théorique présent dans les modeles mathématiques au-
dessus duquel il y aura (ou pourra y avoir) une épidemie.

Patient zéro : premier cas reconnu d’une pathologie infectieuse qui est a l'origine
de tous les autres cas recensés.

Pandémie : épidémie causée par une maladie infectieuse émergente qui prend des
proportions continentales voire planétaires.

Endémie : présence habituelle et stable d’une maladie dans une population.

1.1.2 Et la modélisation mathématique. ..

Tel que dit précédemment, I’épidémiologie cherche, entre autre, a comprendre la dy-
namique régissant la propagation de maladies infectieuses afin d’établir des stratégies
de prévention et d’intervention permettant de diminuer leur impact sur la santé pu-
blique. Toutefois, puisque l'introduction volontaire de maladies dans des populations
ou la retenue de moyens d’interventions pour les fins d’études scientifiques seraient
éthiquement problématiques, ces études sont limitées a des analyses statistiques des
données recueillies lors d’épisodes épidémiques antérieurs. Ainsi, lorsque vient le temps
de se préparer & une pandémie (e.g. la grippe aviaire) ou de planifier 'utilisation d'un

?Bien que la définition présentée pour le terme épidémie ne [asse pas allusion & la taille de celle-
ci, nous réserverons son emploi pour des situations ou une fraction importante de la population est
infectée (i.e. out Vinfection ne se limite pas a quelques individus).
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tout nouveau vaccin (e.g. le virus du papillome humain), les études épidémiologiques
classiques sont dans I'impossibilité de répondre clairement aux questions soulevées par
ce genre de problématiques et se voient dans Pobligation d’extrapoler a partir des
connaissances sur des maladies similaires.

Quoique marginale depuis sa premiere utilisation au XVIII® siecle par Daniel Ber-
noulli [17, 27|, la modélisation mathématique s’est imposée a la fin du XX® comme un
outil supplémentaire dans le processus de prise de décisions en matiere de santé publique.
En effet, en permettant la simulation de scénarios épidémiologiques avant méme qu'une
épidémie ne se produise, elle permet d’évaluer les risques associés a une telle épidémie
en plus de quantifier I'impact et 'efficacité de différentes méthodes de prévention et
d’intervention. Il existe une multitude d’approches pour modéliser la propagation de
maladies. Celles-ci vont de simulations numériques massives [31, 32, 60], & des modeles
déterministes [9, 25, 34, en passant par des modeles stochastiques [1, 11, 43, 50]. Cha-
cune de ces approches possédant ses avantages et ses inconvénients, le choix du modele
a préconiser se fait généralement en fonction des questions auxquelles il faut répondre.
Nous présentons a la prochaine section une approche déterministe tres utilisée par les
épidémiologistes et qui, pendant longtemps, a fait consensus dans la communauté.

1.1.3 Modeles compartimentaux

Les modeles compartimentaux sont des modeles déterministes ou la population est
divisée en un nombre de catégories selon différentes caractéristiques (age, sexe, caractere
génétique particulier) et selon 'état par rapport a la maladie (susceptible a se faire
infecter, infecté non-contagieux, infecté contagieux, immunisé, décédé, etc.). Le chan-
gement d’état des individus, i.e. le changement du nombre d’individus dans chacune de
ces boites, est gouverné par un ensemble d’équations différentielles. Ces dernieres sont
établies en supposant que le nombre d’individus nouvellement infectés dans un inter-
valle de temps donné est proportionnel au produit du nombre d’individus contagieux
avec le nombre d’individus sains, tous deux dans lintervalle de temps précédent®. Cette
hypothese implique donc que les contacts entre les individus contagieux et les individus
sains se font aléatoirement dans le temps — selon un processus de Poisson — mais aussi
au sein de la population puisqu’un individu contagieux pourra infecter n’importe quel
individu sain avec la méme probabilité (hypotheése fully-mized). De par leur simplicité
conceptuelle, les modeles compartimentaux peuvent étre aisément adaptés a plusieurs
situations épidémiologiques en faisant varier le nombre de catégories dans lesquelles la

3Cette hypothese est analogue & — et inspirée de — I’hypothése masse-action utilisée en chimie qui
suppose que la vitesse d’une réaction chimique est proportionnelle au produit des concentrations des

réactifs.
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population est divisée. A titre d’exemple, nous allons expliciter le désormais classique

modele SIR.

Modele SIR

Le modele SIR divise la population en trois catégories : les individus susceptibles
de se faire infecter, les individus infectés et contagieux et les individus ne pouvant plus
transmettre la maladie (guérison, immunité, déces). Nous noterons s(t), i(t) et r(t) la
fraction de la population faisant partie de chacune de ces trois catégories. Considérant
i et v comme étant respectivement le taux avec lequel les individus ont des contacts
pouvant transmettre la maladie! et auquel ils cessent d’étre contagieux, I'hypothese
masse-action nous permet d’écrire

d

d_: = —uis (1.1a)
"

d—z = pis — vi (1.1b)
d

d—; = vi. (1.1c)

avec les conditions initiales $(0) = s, i(0) = iy et r(0) = ro. Toutefois, puisque s(t) +
i(t)+7r(t) = 1 en tout temps, (1.1¢) ne nous est d’aucune utilité et seules (1.1a) et (1.1b)
sont nécessaires pour décrire la dynamique du systeme. Ce modele est généralement
utilisé pour décrire des maladies & propagation rapide® (e.g. influenza) auxquelles les
malades développent éventuellement une immunité.

En divisant (1.1b) par vi, nous obtenons le nombre d’individus qui seront infectés
directement par individu malade pendant la période ou ce dernier est contagieux
1 di S
I i (1.2)
idwt) v
Ainsi, nous voyons que pour %ft) > 1, chaque individu contagieux contaminera en
moyenne plus d’un individu susceptible et la maladie se propagera a un nombre tou-
jours grandissant d’individus. Il en sera ainsi jusqu'a ce que le nombre d’individus
susceptibles, s(t), soit tel que ﬂsuﬁ < 1 et que la propagation s’arréte éventuellement
par elle-méme. Le rapport /v s’interpréte comme étant le nombre de contacts pouvant
transmettre la maladie qu'ont les individus infectés tout au long de leur période de
contagion. Ainsi, en multipliant par la fraction des individus susceptibles a un temps

411 y aura transmission si I'individu avec lequel il y a eu contact est susceptible.
5L’évolution démogaphique naturelle de la population n’est pas représentée (i.e. naissances, déces).
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donné, nous obtenons le nombre de nouveaux infectés causés par un seul individu conta-
gieux. L’équation (1.2) permet donc de mettre en évidence I'importance des conditions
initiales dans le modele SIR puisque pour #2* > 1, il y aura assurément une épidémie
tandis que pour £2 < 1, seuls quelques individus seront infectés avant que la propaga-
tion ne s’éteigne par elle-méme. Le seuil épidémiologique est donc défini par £2 = 1.

Nous n’avons explicité ici que les grands résultats du modele SIR, a savoir la présence
d’un seuil épidémique. Il existe toutefois quelques théoremes décrivant plus en détails
I’évolution de la dynamique du modele. Le lecteur intéressé est invité a se référer a [34]
pour plus de détails. De plus, la modélisation mathématique est un domaine tres vaste
et nous n’avons offert qu’une description sommaire d’une seule, quoiqu’importante,
approche. On pourra se référer a [9, 25, 34, 38, 43] pour plus d’information.

1.2 Introduction a la théorie des réseaux complexes

La théorie des réseaux (théorie des graphes) est présente en mathématiques depuis
Euler qui, en 1736, l'utilisa pour résoudre le probleme des 7 ponts de Konigsberg [16]. 11
fallut toutefois attendre les contributions de Erdds et Rényi [29] au courant du XX siecle
pour que cette théorie prenne vraiment son envol. Ce n’est que tout récemment que les
scientifiques (plus particulierement les physiciens) se sont intéressés aux réseaux com-
plexes® en tant que modeles de systémes réels. En effet, I'interaction entre les éléments
d’une gamme de systemes biologiques (e.g. chaine alimentaire d’écosystemes, interac-
tions entre les protéines [35], métabolismes [36]), sociologiques (e.g. réseaux de contacts
entre les individus [40] et ceux formés par les citations scientifiques [64, 65)) et techno-
logiques (e.g. Internet [23, 30, 69], WWW [6, 15, 21], réseaux de distribution électrique
18] ou téléphonique [3, 4]) se laisse aisément décrire par des réseaux complexes. Les
études empiriques faites sur ces derniers ont mis en évidence plusieurs propriétés per-
mettant ainsi des descriptions topologiques plus précises. Ces connaissances ont permis
a leur tour d’expliquer divers phénomenes associés aux réscaux tels que la résilience (et
inversement la défaillance en cascade) et l'efficacité du transfert d’information en plus
de permettre le développement de modeles mathématiques beaucoup plus réalistes.

Suite a ces développements, les physiciens se sont intéressés aux processus dyna-
miques ayant cours sur ces structures. Notons au passage la navigation sur les réseaux
(e.g. moteurs de recherche comme Google [20]), 'attachement préférenticl menant aux

6Nous entendons ici les réseaux complexes comme étant Iensemble général des réseaux dont un
sous-ensemble correspond aux grilles régulieres utilisées en physique de 1’état solide et un autre sous-
ensemble correspond aux réscaux parfaitement aléatoires de Erdoés et Rényi.
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distributions de degrés en loi de puissance [14] et la percolation de sites et/ou de liens
(50, 55]. Ce dernier processus a été utilisé dans une foule d’applications passant de la
mesure de la résilience des réseaux a la propagation de rumeurs (via un modele analogue
a celui d’'Ising [72]), de virus informatiques ou d’agents pathogénes dans une population
[13, 45, 46, 50, 58, 59, 61].

1.2.1 Propriétés des réseaux complexes

Un réseau complexe est un ensemble de noeuds et de liens reliant ces derniers entre
eux. Différents types de réseaux sont définis selon la nature des noeuds et des liens [26].
Par exemple, certains types de réseaux attribuent des propriétés aux noeuds pour les
diftérencier les uns des autres. Pour ce qui est des liens les joignant, ceux-ci peuvent
étre unidirectionnels, bidirectionnels, uniques, multiples, avoir un poids relatif, etc. Il
existe aussi des réscaux ou les noeuds sont séparés en 2, 3, ...plusieurs groupes (bi-
parti, triparti, ... multiparti) et ou les liens ne peuvent joindre que deux noeuds de
type différent. Le choix du type de réseau a utiliser est habituellement fait en fonction
du systéeme a modéliser. Ainsi, il est commode de modéliser le WWW ou une chaine
alimentaire a l'aide d’un réseau dont les liens sont dirigés alors qu’un résean biparti
modélise relativement bien les contacts sexuels d’une société hétérosexuelle. La figure
1.1 donne un exemple de résean complexe ou les noeuds sont classés en 4 catégories et
ol les liens sont unidirectionnels ou bidirectionnels. Toutefois, pour des raisons de solva-
bilité mathématique, la plupart des modeles dynamiques, notamment ceux décrivant la
percolation, ne considérent que des réseaux simplifiés ou les noeuds sont indiscernables
et ou les liens peuvent étre unidirectionnels et /ou bidirectionnels. Nous n’avons donné
jusqu’a présent que des propriétés qualitatives des réseaux complexes. Bien que nous
ayons une idée de Pallure de ces réseaux, rien n’a encore été dit sur leurs structures (e.g.
communautés, petites composantes, composante géante, etc.) ou sur la fagon dont les
noeuds sont reliés entre eux. Les prochaines sections se consacrent donc a ces quelques
propriétés quantitatives.

Distribution des degrés

Le degré d’un nocud est le nombre de liens qu’il a avee d’autres nocuds du réscau.
On appelle voisins (ou premiers voisins) deux noeuds qui sont directement reliés par
un lien”, deuxitmes voisins deux noeuds qui peuvent étre minimalement rejoints par

Tl existe des réseaux ou plusieurs liens peuvent exister entre une méme paire de noeuds. On nomme

ces réseaux multigraphes.
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Fic. 1.1 -~ Représentation schématique d’un réseau compos¢ de 33 nocuds
étiquetés en 4 catégories (types). A I'exception des 6 liens unidirectionnels représentés a
I'aide d'une fleche, tous les liens du résean peuvent étre parcourus dans 'une ou autre
des deux directions.

Iintermdédiaire dun autre nocud, trojsicies voising deux noends qui peuvent étre mini-
malement rejoinuts en passant par deux noeuds intermédiaires, et ainsi de suite. Comme
son nom l'indique, la distribution des degrés, typiquement notée P(k) ou py, est la dis-
tribution du nombre de liens qu'ont les noeuds daus un réseau ou de fagon équivalente
la probabilité qu'un noeud choisi an hasard soit de degré k. On considere souvent la
distribution des degrés comme définissant ui cuscuible ol tous les réscaux respectent
cette distribution mais sont a tout autre égard aléatoires. Notons an passage quelques
exemples de distributions de degrés.

1) Réguliere : Les réseaux réguliers sont ceux avec lesquels les physiciens sont les
plus familiers. Dans ces réseaux, tous les noeuds ont le meme degré d, ce qui mene a
une distribution de la forme

Pi = 51{(1-
Les grilles régulieres souvent utilisées en phvsique statistique tombent dans cette catégorie.
le] gl (=)

Lorsque d = N — 1 ot N cst le nombre de noecuds, on dit que le résean est complet.

2) Aléatoire : Les réseaux aléatoires tels que ceux étudiés par Erdos et Rényi sont
tvpiquement construits a partir de N noeuds ol un lien existe entre chacune des (2)
paires de noeuds possibles avec une probabilité p. Ainsi, leur distribution de degrés est

donnée par une distribution binomiale

NN & Nk ., (Np)re 7
e @)P L)
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qui peut étre approximée par une distribution de Poisson (derniére égalité) dans la
limite N — co. Bien qu’étant fort intéressants a étudier, les réseaux aléatoires (i.e.
qui ont une distribution de degrés aléatoire) s’averent étre de pietres modeles pour la
plupart des réseaux réels [14].

3) Exponentielle : Certains réseaux réels tels celui montrant les relations entre les
actionnaires siégeant sur les conseils d’administration des 1000 entreprises étatsuniennes
les plus riches [55] ont une distribution de degrés suivant approximativement une ex-
ponentielle

P = (1= e V/m)e b (13)

ol Kk est un parametre libre du systeme. Certains auteurs ont récemment utilisé une
fonction exponentielle comme (1.3) pour décrire la distribution de degrés de plusieurs
réseaux sociaux [12]. Toutefois nous croyons qu’il s’agit d’une approximation tres grossiere
et qu'il ne faudrait pas généraliser cette idée. ’

4) Loi de Puissance : Beaucoup d’attention a été portée depuis quelques années
aux réseaux semblant posséder une distribution de degrés suivant une loi de puissance
15, 28, 67]. En effet, une multitude d’études empiriques sur une foule de réseaux réels
différents affirment que leur distribution de degrés suit une loi de puissance pure [3, 4,
6, 15, 21, 23, 30, 35, 36, 40, 64, 65, 69]

P k7

ou une loi de puissance avec coupure exponentielle [8]
k,—ae—lc/n'

—— fork>1 1.4
Li, (e=1/%) orh = (14)

Pk =
ont Li, (z) est le '™ polylogarithme de x [2]. Il existe une polémique au sein de la
communauté scientifique a savoir si ces distributions de degrés hautement asymétriques
sont bel et bien des lois de puissances ou s’il ne s’agit pas plutét d’un autre type de
distribution (e.g. une loi log-normale) [24, 54]. La distribution des degrés d’un réseau
s’obtient aisément (en principe) en tracant un histogramme des degrés des noeuds du
réseau. Cependant, dans le cas des lois de puissance, il faut porter ce dernier en ¢chelle
logarithmique et rares sont les données empiriques qui évitent d’avoir un bruit important
dans la queue de la distribution, ¢levant ainsi 'identification d’une loi de puissance pure
au rang d’acte de fol.

Toutefois, indépendamment de l'issue de cette confrontation, il est important de
garder en téte que les distributions de degrés de la plupart des réseaux réels sont hau-
tement asymétriques et possedent une queue épaisse®. Ceci a pour conséquence que,

8Traduction libre de heavy tail ou fat tail.
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bien que la plupart des noeuds du réseau aient un faible degré, il existe une probabilité
non-négligeable qu’il existe des noeuds possédant un degré tres élevé. La présence de ces
grands connecteurs (hubs) a d’importantes répercussions sur la résilience des réseaux au
retrait aléatoire des noeuds [7] ou sur la propagation de I'information ou d’une maladie
[19, 50]. De plus, quelque soit la forme exacte de ces distributions, I'asymétrie de (1.4)
fait que cette distribution est un excellent test pour les modeles et est, de ce fait, de
plus en plus utilisée dans les publications scientifiques.

Effet Small-World

L’effet Small-World [70] pourrait bien s’expliquer par 'adage populaire québécois :
hé que le monde est p’tit! Imaginé par Iécrivain hongrois Frigyes Karinthy en 1929 [37]
puis expérimenté plus rigoureusement par Stanley Milgram dans les années 1960 [47],
Peffet Small-World consiste au fait que la distance entre les noeuds d’un réseau social
est relativement courte par rapport aux dimensions de ce dernier. Ainsi, il est possible
a partir d'un noeud donné de rejoindre n'importe quel autre noeud du réseau en un
petit nombre de déplacements. Plus formellement, 'effet Small-World correspond au
fait que la distance géodésique, i.e. le parcours moyen le plus court pour passer d’un
noeud a lautre, dans un réseau augmente an maximum comme O(log N) pour un degré
moyen® donné oi N est le nombre de noeuds dans le réseau. Bien que c’est effet fut
mis en évidence dans le contexte des réseaux sociaux, celui-ci est présent dans une foule
d’autres catégories de réseaux [70].

Effet de regroupement

L'effet de regroupement (clustering) est une mesure de la probabilité que deux
noeuds ayant un voisin commun soient eux-mémes voisins. Encore une fois, ceci peut se
traduire par I'adage : les amis de mes amis sont mes amis. 11 existe plusieurs moyens de
quantifier cette tendance dans un réseau. Une définition généralement utilisée consiste
a calculer

g x [Nombre de triangles dans le réscau]

[Nombre de parcours de longueur 2 dans le réseau]

ot un triangle est défini comme un groupe de trois noeuds joints les uns aux autres par
trois liens. Le coefficient 8 prend la valeur 3 si les parcours de longueur 2 sont, calculés
en ne tenant pas compte du sens qu’ils sont parcourus et 6 dans le cas contraire. La

9Degré moyen : moyenne de la distribution des degrés.
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présence de 3 assure que 0 < C' < 1. Ainsi, plus le coefficient C' d’un réseau est pres de
1, plus les noeuds auront tendance a s’agglomérer. Ceci aura une influence notamment
sur la rapidité de propagation d'une épidémie [52].

Composantes

Il n’existe pas toujours une connexion (directe ou indirecte) entre deux noeuds dans
un réseau. On dit alors que le réseau n’est plus complétement, connecté; qu'il est alors
scindé en différentes composantes (voir Glossaire). On distingue les composantes en
deux catégories : les petites composantes dont la taille ne dépend pas de la taille du
réscau (intensive) et la composante géante dont la taille est de I'ordre de celle du résean
et varie en fonction de celle-ci (extensive). L’étude de la percolation d’un réseau consiste
entre autre & 1'étude de 'apparition de la composante géante qui, dans le cas d'un réseau
de taille infinie, apparait brusquement & une valeur critique des parametres de celui-ci.
La figure 1.1 montre un réseau scindé en 3 petites composantes et une que 'on pourrait
qualifier de composante géante'®.

Autres propriétés

Il existe une multitude de propriétés des réseaux complexes autres que celles intro-
duites ci-haut. Citons notamment les structures en communautés, les corrélations entre
les degrés et le mélange entre les types de noeuds. Pour plus de détails, le lecteur est
invité a consulter [5, 18, 28, 33, 49, 51, 53].

Avant maintenant donné une description de la modélisation mathématique en épidé-
miologie et de la théorie des réseaux, nous sommes en mesure de présenter comment
ces deux disciplines se sont scindées au tournant du dernier millénaire pour former une
toute nouvelle approche de modélisation en épidémiologie.

10T] n’est pas possible de déterminer si cette composante est extensive ou intensive seulemnent a I'aide
de cette fignre. Toutefois, considérons-la comme géante pour illustrer notre propos.



Chapitre 2

Epidémiologie par réseaux de
contacts

Les modeles compartimentaux présentés au chapitre précédent sont construits en
supposant que chaque individu contagieux peut infecter chacun des individus suscep-
tibles d’une population donnée avec une probabilité égale (hypothese fully-mized). Or,
Pexpérience de tous les jours indique que cette hypothese n’est pas réaliste pour une
large gamme de maladies infectieuses. En effet, la transmission d’un agent pathogéne se
fait typiquement entre deux individus dont le comportement (e.g. via la cohabitation, le
lieu de travail, le transport en commun) facilite des contacts permettant justement cette
transmission (e.g. baisers, relations sexuclles, é¢ternuements, poignées de main, poignées
de porte). Ainsi, certaines paires d’individus sont plus susceptibles d’étre vecteur de la
propagation que d’autres. Ceci implique donc que seule une fraction de la population
pourra potentiellement étre directement infectée par un individu contagieux, allant a
Iencontre de 'hypothese fully-mized.

Afin d’offrir une modélisation réaliste de la propagation de maladies et ainsi de per-
mettre [’élaboration de stratégies d’intervention ou de prévention efficaces, la nouvelle
génération de modeles épidémiologiques doit considérer la structure sociale par laquelle
les maladies infectieuses se propagent. Bien que pouvant sembler aléatoire sur plusieurs
aspects, le comportement humain reste répétitif et généralement prévisible (e.g. les gens
vont & I'école ou au travail & chaque jour, prennent le transport en commun, vont faire
les courses). Ceci permet, via 'utilisation de données sociologiques (e.g. sondages, re-
censements, simulations), d’extraire une foule d’information et ainsi de reconstruire’

1 va sans dire que la reconstruction de la structure sociale sera d’autant plus réaliste que les données
sociologiques seront précises et détaillées. Ceci est d’ailleurs un des grands défis du modélisateur
épidémiologiste puisque cette quéte est généralement périlleuse et l'issue incertaine.
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cette structure que 'on nomme réseau de contacts.

La théorie des réseaux complexes permet une description mathématique conceptuel-
lement simple du réseau de contacts ou chaque individu est représenté par un noeud et
ol un lien unissant une paire de noeuds indique une prédisposition a la transmission
si I'un ou l'autre est contagieux. Par exemple, les liens d’un réseau simulant la pro-
pagation d’une maladie comme le VIH/SIDA correspondraient aux relations sexuelles
non-protégées ou aux échanges de seringue lors de l'utilisation de drogues injectables.
En permettant a la maladie de se propager d’un individu a un autre en suivant les liens
du réseau de contacts avec une probabilité donnée que I'on nomme transmissibilité,
I’état final de la propagation de la maladie est isomorphe? a la percolation par liens de
ce méme réseau ou l'occupation des liens est déterminée avec cette méme probabilité.
Ainsi, en développant des modeles de percolation par liens toujours plus complexes,
ceux-ci deviendront de plus en plus représentatifs de la situation épidémiologique réelle
et donc utiles a la prise de décision en matiere de santé publique.

Un des premiers modeles épidémiologiques basés sur un formalisme issu de la théorie
des réseaux [55] a été proposé par Mark Newman en 2002 [50]. Ce modele s’est depuis
imposé comme la référence dans le domaine et est le fondement de la plupart des
nouveaux développements [41, 45, 48, 57]. Ce projet de maitrise n’échappant pas a cette
tendance, ce chapitre se consacrera a une présentation détaillée de ce modele. Ainsi, la
£82.1 explique quelques considérations en ce qui a trait a la transmissibilité tandis que la
§2.2 introduit quelques notions fondamentales sur les fonctions génératrices qui sont a la
base du formalisme de Newman. Les §2.3 et §2.4 quant a elles traitent respectivement du
formalisme introduit par Newman et d'une extension aux réseaux semi-dirigés proposée
par Meyers et al. [45].

2.1 Probabilité de transmission

Considérons une paire d’individus reliés par un lien : le premier, qu’on notera ¢,
étant infectieur et le second, qu’on notera j, ¢tant susceptible de se faire infecter.
Supposons que la probabilité que 7 infecte 7 pendant un intervalle de temps d’une durée
infinitésimale est r;;dl et que 7 reste infectieux pendant une durée 7;. La probabilité

2Nous verrons toutefois que cet isomorphisme ne tient que pour des cas particuliers dont le modele de
Newman [50] fait partie. Pour des imodéles plus généraux tels que celui développé dans le cadre de cette
maftrise, il faut utiliser des notions de percolation sur réseaux dirigés pour conserver la correspondance.
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1 —T;; qu’il n’y ait jamais de transmission entre i et j est donnée par -
L =T = lim(1 - ridt)" /=TT
La probabilité qu’il y ait éventuellement transmission de la maladie de ¢ vers j est donc
T;=1—e ™", (2.1)

Les quantités r;; et 7; sont dépendantes d’une multitude de parametres comportemen-
taux et biologiques propres autant a la maladie qu’aux individus et donc varient typi-
quement d’une paire 75 a 'autre. Ceci rend malheureusement difficile, voire impossible,
I"élaboration d'un modele de percolation analytique. Il est toutefois possible, dans cer-
tains cas, de faire quelques approximations qui permettront 1’élaboration d’un modele
solutionnable.

2.1.1 L’hypothese #id

L’hypothese 7id consiste a supposer que r;; et 7; sont des variables aléatoires indé-
pendantes identiquement distribuées (iid) tirées respectivement des distributions P(r) et
P(T) Ceci implique que T;; est aussi une variable aléatoire iid et donc que la probabilité
a priori qu’il y ait transmission est simplement donnée par la moyenne de T;; sur P(r)
et P(7):

T=(T;)=1- /00 e ""P(r)yP(r)drdr (2.2)

ou T est appelée la transmissibilité de la maladie. Ainsi, sous I'hypothese #id, la propaga-
tion d'une maladie infectieuse est équivalente a celle pour laquelle toutes les probabilités
de transmission sont égales & T'. Cette hypothese s’avere réaliste pour une large gamme
de maladies ou P(r) et P(7) sont concentrées autour d'une valeur donnée ry et 7
[39, 57].

2.2 Fonctions génératrices

Le formalisme de Newman est basé sur des fonctions génératrices [55, 71] qui
possedent. plusieurs propriétés facilitant la manipulation de distributions discretes de
probabilités. Considérant une telle distribution diiment normalisée {yx} définie pour
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k € N, on définit sa fonction génératrice ¢(x) comme étant un polynome a une variable
ol les coefficients de 2 sont 1

plz) =) Prat. (2.3)

On voit de (2.3) que (1) = 1 si {¢x} est normalisée. Tel que dit précédemment, les
fonctions génératrices possedent quelques propriétés qui facilitent la manipulation de
distributions discretes de probabilités :

1. Réobtention de la distribution Il est possible de réobtenir les coeflicients
d’une distribution & partir de sa fonction génératrice par différentiation :

1 drp(z)
k' dak |

x

(2.4)

l/"lc =

On dit alors que la fonction génératrice p(z) génére la distribution {4 }.

2. Moments Il est aussi possible de calculer les différents moments, s'ils existent,
d’une distribution a partir de sa fonction génératrice

Notons au passage le cas particulier
(k) =D ki = (1) (25)
k=0

ou le prime (') correspond a la différentiation de la fonction par rapport a son
argument. De plus, toujours a partir de sa fonction génératrice, on peut obtenir

la variance de la distribution

0_2

D (k= (k)
DS ORE =2 (k) k+ (k)b

= ¢"(1) + (1) = [P (2.6)

3. Convolution La résultante du produit ou de la mise en puissance de fonctions
génératrices correspond & la convolution de leur distribution. Par exemple, la
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convolution de {9} m fois avec elle-méme est générée par sa fonction génératrice
élevée & la puissance m :

Z {we} * {u} * o+ {n} | 2 = [0(x)]™. (2.7)

k=0

m fois

Etant données ces diverses propriétés, il est fréquent qu’une fonction génératrice soit
obtenue en premier lieu par une quelconque démarche et que la distribution sous-
jacente soit par la suite extraite de la résultante en utilisant (2.4). Toutefois, ces
démarches nécessitent souvent la résolution numérique d’équations transcendantes et
puisque ’évaluation des dérivées est assujettie a la précision numérique des ordinateurs,
il est préférable de les évaluer a 'aide de la formule intégrale de Cauchy

1 [ p(z)
T e— d
¥ 2mi fr 2k+1 i

ou I' correspond généralement au cercle unitaire?.

2.3 Formalisme

Les réseaux complexes considérés par I'approche de Newman (voir figure 2.1) sont

définis comme suit :

1. Le réseau complexe est composé de N noeuds (les individus) et est de type uni-
parti i.e. il n’existe qu'un seul type de noeuds. Les noeuds du réseau sont donc
indiscernables (il n’existe pas de distinction entre les individus).

2. Les liens sont bidirectionnels. Il ne peut y avoir plus qu’un lien entre une paire

de noeuds donnée ou de lien reliant un noeud avec lui-méme. Le degré maximal
N

2) liens dans le réseau.

d’un noeud est donc N — 1 et il y a un maximum de (

3. Le réseau est caractérisé par la distribution de degrés {P(k)} et est a tout autre
égard parfaitement aléatoire.

Ces propriétés définissent un ensemble de réseaux sur lequel les quantités prédites par
le formalisme sont moyennées. Ce dernier est construit en supposant de grands réseaux
(N > 1) et devient exact dans la limite N — oo.

3Voir annexe C.
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Fic. 2.1 - Représentation schématique des réseaux considérés par le modele
de Newman. Ces réseaux consistent en un seul type de noeuds et seulement un lien
pouvant étre parcouru dans les deux sens peut exister entre une paire de noeuds donnée.’
Ce dernier sera occupé (i.e. transmettra la maladie) avec une probabilité T' que 1'on
appelle la transmissibilité.

2.3.1 Distribution des degrés occupés

Ayant {P(k)}, on connait directement la distribution du nombre de voisins qu’ont
les noeuds dans le réscau. Toutefois, on s’intéresse aux liens qui transmettent la maladie
et donc au degré efficace (m) des noeuds. En termes de percolation, on a besoin de la
distribution des degrés occupés avec une probabilité T dans le réseau. On supposera
que Pétat d’occupation d’un lien est indépendant de celui des autres? et donc que la
probabilité qu'un noeud ayant un degré k ait m liens occupés est

k
P(m|k) = ( )T’”(l — Tk,
m
La probabilité qu'un noeud choisi aléatoirement dans le réseau ait m liens occupés est

P(m) P(m|k)P(k)

)¢

b
I
3

)

P}

m

):/""(1 — Tk (2.8)

I
3

4Cetle hypothese est justifiée dans un contexte d’application & I’épidémiologie puisque le fait qu'un
individu infectieux infecte un de ses voisins n’a aucune influence sur la probabilité qu’il infecte ses

autres voisins.
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et est générée par la fonction génératrice G(z;T)

m=0
- T;)’;;P(k) (i)T’”(l Ty-mgm
= g 13(}5)7éJ (:) (&T)™(1 — T)F™

- i P(k)(1+ (z — )T, (2.9)

On voit que G(1;T) = 1 si {P(k)} est normalisée. En se rvéférant & (2.5), on a que le

degré occupé moyen des noeuds du réseau est

= Ti kP(k)(1+ (z — 1)T)*?

z=1

=T (k) | (2.10)

ou z; = (k) est le degré moyen du réseau.

2.3.2 Distribution des degrés occupés excédants

Comme on s’intéresse a la propagation d’'une maladie sur un réseau, il s’avere utile
de connaitre la distribution des liens occupés excédants, @Q(m), i.e. les liens transmet-
tant la maladie excluant celui par lequel le noeud a été infecté. Cette distribution est
proportionnelle & kP(k) puisque les noeuds ayant un plus grand degré ont plus de
chances qu'un lien suivi au hasard mene & eux [55]. Ainsi, on a que

Q(m) :%Z(kJrl)P(qul)(i) T™(1 — T)F™ (2.11)
1 k=m
qui est générée par F(z;T)
> G'(x; T
PlaT) = Y Qo = ] (2.12)

m=0
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dont le résultat explicite s’obtient en suivant la méme procédure qu’en (2.9). A Paide de
la propriété de convolution (2.7) des fonctions génératrices, on peut calculer la distribu-
tion de probabilité du nombre de seconds voisins rejoints en suivant des liens occupés

N PR [F(z;T))* = G(F(z;T); T).
k

oo
=0

En utilisant (2.5), on obtient que le nombre moyen de seconds voisins pouvant étre
atteints en ne suivant que les liens occupés est

— d . .
29 = ['{EG(F(I,T),T):I
= G'(1;T)F'(1;T)

=G"(1;T)

=T i k(k —1)P(k)

=T?((K*) — (k)) (2.13)

= T222

z=1

ot 29 = (k?) — (k) est le nombre moyen de seconds voisins dans le réseau (en suivant
tous les liens) [55].

2.3.3 Distribution du nombre d’infectés

Comme il a été dit en introduction de ce chapitre, I’état final d’une épidémie est
isomorphe a la percolation par liens d’un réseau. Ainsi, puisque les composantes sont
formées des noeuds liés par des liens occupés (i.e. transmettant la maladie), la question :
combien d’individus seront éventuellement infectés suite a 'infection d’'un seul individu
du réseau de contacts ? peut se traduire en : quelle est la taille de la composante® du
réseau & laquelle appartient cet individu infecté initialement ¢ On définit H (x; T) comme
générant la distribution de la taille de la petite composante atteinte en suivant un lien,
qu’on suppose occupé, choisi au hasard dans le réseau. Puisque les réseaux considérés
par ce formalisme sont aléatoires (sauf en ce qui a trait a la distribution de degrés), la
probabilité d’'une boucle fermée dans une composante de taille finie est proportionnelle a
O(N™1), ce qui est négligeable dans la limite N — oo. Ceci implique donc que les petites
composantes ont une structure en arbre. Ainsi, il est possible de scinder H(z;7T) en un

SDans un contexte d’utilisation en épidémiologie, les composantes sont définies tout comme
précédemment a Iexception que les noeuds doivent étre rejoints a partir de liens occupés, i.e. trans-
mettant la maladie.
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" 0.6 ¥V,

F1G. 2.2 - Représentation schématique de la décomposition de H(z;T)
en différentes contributions. Les boites correspondent & des composantes
dont la distribution en taille est générée par H(x;T) et les cercles aux noeuds
rejoints par un lien occupé.

ensemble de contributions (voir figure 2.2) comme suit : la petite composante atteinte
en suivant un lien choisi aléatoirement peut consister en 1) un noeud n’ayant pas de
liens occupés excédants ou 2) un noeud ayant m > 1 liens occupés excédants chacun
menant a une petite composante dont la distribution de la taille est aussi donnée par
H(z; T). Comme la distribution des degrés occupés excédants est générée par F(z;T),
on peut résumer cette interdépendance par I’équation d’auto-cohérence

H(z;T) = zF(H(z; T); T) (2.14)

ou on a fait usage de la propriété de convolution des fonctions génératrices (2.7) et ou
le facteur z est ajouté pour tenir compte du noeud qui a été atteint. Ainsi, dans la
limite N — oo, on peut dire que H(x;T) est invariant sous déplacement sur le réseau ;
que peu importe ou on est rendu sur le réseau, on aura toujours devant so: la méme
distribution des petites composantes. L’annexe B.1 présente une méthode numérique
permettant la résolution de (2.14). De facon similaire & H(z;T), on définit K (z;T)
comme étant la fonction générant la distribution de la taille de la composante atteinte
en choisissant un noeud au hasard dans le réseau

K(z;T) =2G(H(x; T); T). (2.15)

Ainsi, connaissant les parametres { P(k)} et T', il suffit de résoudre (2.14) pour obtenir la
distribution de la taille de la petite composante a laquelle appartient un noeud choisi au
hasard. Dans un régime en-dessous du seuil de percolation® (i.e. du seuil épidémique),

(2.15) donne la distribution du nombre d’infections causées par un noeud infecté an
hasard (incluant ce dernier que l'on nomme patient zéro).

SEn fait, K (2;T) reste valide dans un régime au-dessus du seuil de percolation. Flle nécessite
toutefois d’étre normalisée puique la transition de phase implique une perte de la normalisation par
un facteur 1 — S, ou S est la taille de la composante géante, comme il sera expliqué a la §2.3.5.
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2.3.4 Seuil de percolation

Ayant en main K(z,7T), on peut obtenir directement le nombre moyen d’individus
infectés (s) a l'aide de (2.5) ainsi que la variance associée a I’aide de (2.6). Or, on sait
que, dans la limite N — oo, le point de percolation d’un réseau est caractérisé par
la divergence de la longeur de corrélation, ce qui implique la divergence de la taille
moyenne des petites composantes [66]. Ainsi, on obtient & Iaide de (2.14) et (2.15)

G'(1;7)

(S) = K'(I;T) = 1+m

qui diverge lorsque F'(1;T) = 1. A P’aide de (2.12), on peut déterminer la transmissi-
bilité critique
2 (k)

R T e (216)
a laquelle le réseau percole, i.e. & laquelle la composante géante apparait. Ce point
marque le moment ou la probabilité d’avoir une épidémie a grande échelle cesse d’étre
nulle. En effet, puisqu’un individu infecté transmettra assurément la maladie a tous les
autres membres de la composante & laquelle il appartient, la présence d’une composante
géante implique qu'une fraction non-négligeable du résean sera infectée si le patient zéro
en fait partie. Ceci étant dit, il est intéressant de souligner que 7, dépend uniquement
de la structure du réseau (i.e. distribution de degrés) et qu'il est possible d’évaluer cette
quantité globale a 'aide des quantités locales z; et z.

2.3.5 Composante géante

Lorsque T > T, on est en présence d’une composante géante et donc d’un risque
non-nul d’épidémie. La composante géante étant une quantité extensive du résean (for-
mellement, elle a une taille infinie), la probabilité d’y retrouver des boucles fermées
n’est pas négligeable. Sa structure n’est donc pas en arbre et elle est alors exclue de
(2.14) et (2.15). Ainsi, au-dessus du seuil de percolation, H(z;T) et K(z;T) perdent
leur normalisation puisqu’un lien ou un noeud choisi au hasard ne meéne plus assurément
a une composante de taille finie (i.e. petite composante) respectant une structure en
arbre. Dans le cas de K (z;T), la valeur manquante correspond donc a la probabilité S
qu'un noeud choisi au hasard mene a la composante géante

K1,T)=1-8. (2.17)
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En utilisant (2.15), on a que
S=1-GnT) (2.18)

ou h = H(1;T) correspond a la probabilité qu'un lien ne meéne pas & la composante
géante et est la solution de I’équation d’auto-cohérence (2.14)

h=F(h;T). (2.19)

Puisque le fait qu’un noeud mene & la composante géante implique qu'il en fasse partie,
la fraction du résecau occupée par celle-ci est donc simplement S. Ainsi, le fait que
T > T, n’implique pas nécessairement qu’une infection initiale provoquera une épidémie
a grande échelle”, mais plutét qu’il y a une probabilité S qu’il y ait une épidémie de
taille relative S.

2.4 Adaptation du formalisme aux réseaux

semi-dirigés

Quelques années plus tard, Meyers et al. [45] ont présenté une généralisation du
modele de Newman en y ajoutant la possibilité d’avoir des liens dirigés dans le réseau,
offrant ainsi un formalisme pour décrire la percolation de réseaux semi-dirigés. Cette
généralisation fut motivée par la crise du SRAS qui a eu lieu a Vancouver et a Toronto en
2003 [46]. Cette crise mit en évidence I'importance des centres hospitaliers, et plus par-
ticulierement des travailleurs de la santé, dans la propagation des maladies infectieuses.
En effet, alors que les deux villes connurent leur premier cas de SRAS pratiquement au
méme moment®, Toronto dénombra plus de 209 cas probables alors que Vancouver n’en
déplora que quatre. Une telle asymmétrie s’explique tout d’abord par la différence des
réseaux de contacts des deux patients zéros. Celui de Toronto vivait dans une maison
multigénérationelle ou cohabitaient 10 personues, ce qui favorisa un plus grand nombre
d’infections secondaires, alors que celui de Vancouver vivait seul en compagnie de son
épouse, ce qui eu leffet inverse® [62]. Par contre, une fois I'épidémic débutée & To-
ronto, beaucoup des transmissions se sont faites en milieu hospitalier [10, 68] ce qui a
sensibilisé les autorités et le public & importance d’une hygiene adéquate!®.

7On se rappelle que pour & < 1, il existe encore des composantes de taille finie. Cette prédiction
contraste avec celle des modeles compartimentaux dans lesquels il y aura assurément une épidémie a
grande échelle au-dessus du seuil.

8Les deux patients zéros furent exposés au SRAS au méme hétel de Hong Kong le 25 février 2003.

9Le fait qu’il soit possible d’expliquer les différentes issucs de ces épidémies potentielles a Iaide du
réseau de contacts des patients zéros illustre bien la pertinence de ce genre d’approche.

10 Ay meilleur de la connaissance de I'auteur, ¢’est depuis épisode du SRAS qu’il y a des distributeurs

de désinfectants a I'entrée des hopitaux.
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Les modélisateurs ont eux aussi été sensibilisés a cette problématique et ont voulu
incorporer l'effet des milieux hospitaliers dans leurs modeéles afin d’étudier de nouvelles
stratégies de prévention et d’intervention [13, 61]. Pour tenir compte de la prédisposition

Fic. 2.3 — Représentation schématique des réseaux considérés par le
modele de Meyers et al. Tout comme ceux considérés par Newman, ces
réseaux consistent en un seul type de noeuds et seulement un lien peut exister
entre une paire de noeuds donnée. Toutefois, les liens pourront étre bidirec-
tionnels ou unidirectionnels et seront occupés (i.e. transmettront la maladie)
avec une probabilité T, ou T, (selon le type du lien) que l'on apelle la trans-
musstbilité.

des travailleurs de la santé a étre en contact avec des gens infectieux avec qui ils n’au-
raient pas eu de contacts si ceux-ci n’avaient pas été infectés, Meyers et al. ont sim-
plement ajouté des liens dirigés allant de la population aux travailleurs de la santé au
modele de Newman. Ainsi, ces liens dirigés permettent & un individu tombé malade
d’infecter un travailleur de la santé sans toutefois permettre une transmission inverse
puisque ces individus, s’ils n’avaient pas été malades, ne se seraient pas présentés a
Ihopital ou & la clinique. La figure 2.3 illustre les réseaux considérés par le modele de
Meyers et al.

2.4.1 Distribution de degrés occupés

Etant donné I’ajout des liens dirigés, les noeuds du réseau auront dorénavant 3 types
de degrés : entrant (™), sortant (k°**) et non-dirigé (k™). Le premier et le second type
correspondent respectivement a l'arrivée et au départ d’un lien dirigé tandis que le
dernier correspond au degré tel que considéré par Newman. Dans les scénarios étudiés
par Meyer et al. , la plupart des noeuds dans la population auront des degrés non-dirigé
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et sortant non-nuls et un degré entrant nul :

K™ =0
k;out > 0
k>0

tandis que les noeuds travaillant en milieu hospitalier!! auront en plus des degrés non-
dirigé et sortant non-nuls et un degré entrant de ordre de la taille du réseau :

kin ~ ]v
kout > 0
k™ > 0.

Le modele fut toutefois développé pour une distribution générale des degrés ou les
réseaux sont définis similairement a ceux de Newman :

1. Le réseau complexe est composé de N noeuds (les individus) et est de type uni-
parti i.e. 1l n’existe quun seul type de noeud. Les noeuds du réseau sont donc
indiscernables (il n’existe pas de distinction entre les individus'!).

2. Les liens peuvent étre bidirectionnels ou unidirectionnels. Il ne peut avoir plus
d’un lien (peu importe son type) entre une paire de noeuds donnée ou de lien
reliant un noeud avec lui-méme. Le degré maximal d’un noeud est donc N — 1
pour chaque type et il y a un maximum de (1;/) liens dans le réseau.

3. Le réseau est caractérisé par la distribution de degrés { P(r, ¢, k)} (r liens entrants,
¢ liens sortants et k liens bidirectionnels'?) et est a tout autre égard parfaitement

aléatoire.

Ces propriétés définissent un ensemble de réseaux sur lequel les quantités prédites par
le formalisme sont moyennées. Ce dernier est construit en supposant de grands réseaux
(N > 1) et devient exact dans la limite N — co. L’ajout de liens dirigés dans le résean
ajoute une contrainte a { P(r, t, k) } puisque les degrés entrants et sortants correspondent
au méme objet réel : un lien. Ainsi, il est nécessaire qu’il y ait autant de liens sortants
dans le réseaux que de liens entrants. Dans la limite N — oo, on demande simplement
que 2" (degré moyen entrant) soit égal & 2P (degré moyen sortant).

De facon analogue au modele de Newman, il est possible de calculer la distribution

des degrés efficaces'® (m™m°" m"™) & partir de {P(r,t,k)} en supposant que l'état

7] est & noter que bien qu’il soit possible de distinguer les individus travaillant en milieu hospitalier
du reste de la population & I’aide de la distribution de degrés, il n’y a aucune distinction ezplicite entre
les noeuds.

12],a notation (k', kUt kU a été remplacée par (r,t, k) pour simplifier la notation.

BCeux-ci seront toutefois notés (a,b,m) pour simplifier la notation.
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d’occupation des liens est indépendant

i i P(r t k) (;)T;(l — Ty
X (é) T — Ty)~° (:7) (1 - T,)™ (2.20)

La distinction des liens en deux types (i.e. bidirectionnels et unidirectionnels) permet
l'utilisation de deux transmissibilités, T, et Ty, ce qui offre un modele plus général que
celui de Newman. Ces deux transmissibilités sont, bien entendu, la moyenne de deux
distributions quelconques tel que prescrit par 'hypothese iid. La fonction génératrice
associée & P(a,b, m) est alors

C’(I:yv u;TdyTu) = Z P(a b ’ITL)Ia b u™
a,by;m=0

o0

= > P(rt,k)(1+ (z = DTy (1 + (y — DT (1 + (u— DT)*.
o (2.21)

En utilisant la propriété de différentiation des fon(’tions génératrices, il est possible de
calculer les degrés efficaces moyens entrants (2"), sortants (Z{"*) et non-dirigés (Z™)

o

~in d .
A= GLLLT,LT) = Td;rl’(r’t,k) = Ty (r) = Ty2! (2.22)
7= dié(l, L1 Ty 1) = Tu Yy tP(r k) = Ty (t) = Tuzp™ (2.23)
Y -
_7—0

ol zi* = (1), 28" = (j) et 24 = (k) sont respectivement les degrés moyens entrants,
sortants et non-dirigés du réseau. La contrainte supplémentaire imposée a {P(r, ¢, k)}

A=) rP(r k) =Y Pt k) = 2 (2.25)
i=0 J=0

peut alors s’écrire ainsi

d - d -
—G(1,1,1;1,T) = —G(1,1,1;1,T.).
-G 1, ) i (1, )
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2.4.2 Distribution de degrés occupés excédants

Toujours suivant Newman, on définit trois fonctions génératrices générant la distri-
bution des degrés occupés excédants considérant que l'on ait atteint un noeud via 'une
ou l'autre des fagons suivantes : en suivant un lien dirigé'* (2.26), en suivant a rebours
un lien dirigé (2.27) ou en suivant un lien non-dirigé (2.28). Les distributions générées
sont de forme semblable & (2.8) mais pour trois variables comme pour (2.20) et peuvent
étre obtenues & partir de G(z,y,u; Ty, T,) par différentiation

_ 1 d -

Fm(l')y,u;Td,Tu) = W%G(x,yu,Td,Tu) (226)
1

_ 1 d -
FOUt 'Y 7T7Tu =G 9 )Tnt 2.27
(@00 T ) = e Gl T T (2.27)

_ 1 d -
F™(z,y,w; Ta, Tu) = T—Z;;%G(JT,?J,UGT:L T.). (2.28)
u?] .

2.4.3 Distribution du nombre d’infectés

Afin d’obtenir une distribution du nombre d’individus infectés suite & une infection
initiale, on définit H"(v; Ty, T,,) et H""(v; Ty, T,,) comme étant les fonctions génératrices
y yLdydu yddy du
générant la distribution du nombre d’individus éventuellement atteints en suivant res-
pectivement un lien dirigé et un lien non-dirigé. Tout comme pour Newman, la pro-
babilité de retrouver une boucle fermée dans une composante de taille finie va comme
O(N™1) et est donc négligeable dans la limite N — oo. La figure 2.4 illustre comment il

e AN Y IRV
0.3 3 WNYYETY

FI1G. 2.4 - Représentation schématique des équations (2.29) et (2.30).
Les boites correspondent a des composantes dont la distribution en taille est
donnée par H™(x; Ty, T,) ou H™(z; Ty, T,) selon la nature du lien suivi et les
cercles aux noeuds rejoints par un lien occupé.

147] est important de réaliser que l'arrivée & un noeud via un lien dirigé correspond & arriver a ce

noeud via un de ses liens entrants.
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est possible de décomposer H'™(v; Ty, T,) et H""(v; Ty, T,,) afin d’obtenir deux équations
de cohérence analogues a (2.14)
H™(v; Ty, T,) = vF™® (1, H™(v; Ty, To), H™(v; Ty T); Tu, To) (2.29)
H™(v; Ty, T,,) = vﬁ"m(l, H™(v; Ty, T), H™(v; Ty, T); Ta, Tu). (2.30)
En solutionnant ces deux équations®, on obtient directement K (v;Ty,T;,) qui génere

la distribution de la petite composante formée de noeuds reliés par des liens occupés
(dirigés et non-dirigés) a laquelle appartient un noeud choisi aléatoirement

K(v; Ty, T,) = vé(l, H™; Ty, T, H*™(v; Ty, T ); Tu, T.). (2.31)

Tout comme pour (2.14) et (2.15), le facteur v dans (2.29)-(2.31) est ajouté pour
compter le noeud auquel on vient d’arriver. Ainsi, en spécifiant {P(r,t,k)}, Ty et Ty,
on obtient directement la distribution de la taille de la petite composante a laquelle
appartient un noeud choisi au hasard sous le seuil de percolation!®.

2.4.4 Seuil de percolation

Ayant en main K(v;Ty,T,,)
vidus infectés (s) a laide de (2.5) ainsi que leur variance a laide de (2.6). En utilisant
(2.5) et (2.21)~(2.31), on obtient!?

onfi-n(E - @)+ W n( - )
)

(1-7dg) (1- T8 - TT i

on peut obtenir directement le nombre moyen d’indi-

)

(s) =1+ (2.32)

(k)

qui diverge lorsque

N YA o R WA (rk) (tk) _
(1 T, <7_>)(1 L ) TTt gy =0 (2.33)

Cette derniere équation définit une courbe dans Vespace {T,, T, } au-dessus de laquelle

il existe une composante géante et donc ot il y a un risque d’épidémie. Dans le cas on
T, =T, =T, on peut calculer une transmissibilité critique en solutionnant

(1 B T((_:%) (1 B Tc<k ><k—> <k>) 2 <<T:;> <<t:>> _0

15Voir annexe B.1

16En fait, tout comme pour le formalisme de Newman, R(U;Td,Tu) reste valide dans un régime au-
dessus du seuil de percolation. Elle nécessite toutefois d’étre normalisée puique la transition de phase
implique une perte de la normalisation par un facteur 1 — P, ot P est la probabilité qu’il y ait une
épidémie, comme il sera expliqué a la §2.4.5.

TLes équations de cette section ont été rééerites dans une notation nous semblant plus lisible que
celle utilisée par Meyer et al. [45] pour faciliter la compréhension.
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qui retombe correctement sur I'expression obtenue dans le modele de Newman (2.16)

en prennant la limite ot les liens dirigés disparaissent (P(r.t;k) — 0V . ¢ > 0).

2.4.5 Composante géante (probabilité et taille)

Dans une situation ot le point (Ty, T3,) est a Uextéricur de la courbe de transmis-
siblité critique (i.e. une droite reliant ce point a l'origine est interceptée par la courbe
de transmissibilité critique (2.33)), il existe une composante géante dans le réseau et
done un risque non-nul d’épidémie. Tout comme pour le formalisme de Newman, les
fonctions 777 (05 Ty, Ty), 11" (03 Ty, ) et K (v;Ty,T,), qui sont obtenies en supposant
la structure en arbre des petites composantes, ne représentent plus I’ensemble du réseau
— puisquelles excluent la composante géante — et perdent donc leur normalisation.
Toutefois, la s'arrete 'analogie avec le modele de Newman puisque la probabilité d'une
épidémie et sa taille relative ne se confondent plus en une seule et meme gquantité. En

Fi1G. 2.5 -~ Structure simplifiée d’un réseau dirigé possédant une com-
posante géante telle que proposce par Broder et al. [21]. On y voit la com-
posante géante scindée en trois partics : la CGE en blen, la CGC en vert et la
CGS ¢n jaunc. Les petites composantes sont représentées en rouge.

effet, la présence de liens dirigés dans le réseau divise la composante géante en trois
parties : la Composante Géante Entrante (CGE). la Composante Géante Connectée
(CGC) et la Composante Géante Sortante (CGS). La figure 2.5 illustre cette nouvelle
structure que 'on définit ainsi

1. CGC : Ensemble analogue a la composante géante telle que connue jusqu'a
23 4 {
présent. 11 s’agit d'un ensemble extensif de noeuds connectés uniquement par
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des liens occupés. Ainsi, si I'un des individus dans cette composante est infecté,
tous les autres individus de cet ensemble le seront.

2. CGE : Ensemble contenant tous les noeuds qui peuvent rejoindre la CGC mais
qui ne peuvent étre rejoints a partir de cette derniere (le lien avec la CGC implique
un lien dirigé). Ces individus déclencheront donc une épidémie s’ils sont infectés,
mais le fait qu’il y en ait une n’implique pas qu’ils seront infectés'®.

3. CGS : Ensemble contenant tous les noeuds qui ne peuvent rejoindre la CGC
mais qui peuvent étre rejoints a partir de cette derniere (le lien de la CGC a
la CGS se fait via un lien dirigé). Ces individus ne peuvent pas déclencher une
épidémie, mais seront infectés s’il y en a une.

Ainsi, on voit que la probabilité qu’il y ait une épidémie (P) n'est pas nécessairement
égale & sa taille (S) comme c’était le cas dans le formalisme de Newman ot il fallait
que le patient zéro fasse partie de la composante géante pour qu’il y ait une épidémie!®.
En fait, P correspond a la fraction du réseau occupée par CGE | J CGC (I’ensemble des
noeuds susceptibes de déclencher une épidémie) et S a celle occupée par CGC [ J CGS

(I'ensemble des noeuds qui seront infectés lors d’une épidémie).

Calcul de P

La composante géante formée de CGE | J CGC peut étre vue comme la composante
extensive des composantes formées en ne considérant que les liens dirigés (en respectant
leur sens) et les liens non-dirigés. Ainsi, en connaissant K (v; Ty, T, ), la valeur associée

2

a sa dénormalisation?® au-dessus du seuil épidémique indiquera la taille relative de la

composante extensive CGE | J CGC et donc P. Cette distribution a déja été calculée a
la section 2.4.3 et est donnée par (2.31). En définissant

—. — . — —
Rt = NG, R = BT, T)
(2.29) et (2.30), évaluées & v = 1, se réduisent a

—. — —. hd

hin = Fm(l; hm) hun;Td,Tu)
— — —. >

hun — Fun(l, h my hun;Td,’]—;L).

181n fait, ils ne seront infectés que s’ils font partie de la chaine qui a initialement déclenché 1’épidémie.

191) s’agit ici d'une fagon simple et intuitive d’expliquer P = S. Une explication plus rigoureuse est
donnée a la §3.3.5.

200n se rappelle que K (1;Ty,Ty,) corvespond a la probabilité qu'un noeud choisi au hasard mene a
une composante de taille finie.
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Ces deux équations résolues, on obtient directement la probabilité qu’il y ait une
épidémie au-dessus du seuil épidémique (ou de percolation) du réseau a l'aide de (2.31)

= = - —>
P=1-K(1;T,T,)=1-G(1, h™ h"™ Ty, T,).

Calcul de §

Le calcul de § se fait de la méme fagon que pour P mais les distributions doivent
étre calculées en suivant les liens non-dirigés et les liens dirigés @ rebours®'. On définit
— —

HoY(v; Ty, T,) et H"™(v; Ty, T,) comme étant les fonctions génératrices générant la

LY FIVYYYY.
P SV RIYYYYY.

F1G. 2.6 - Représentation schématique des équations (2.34) et (2.35).
Les boites correspondent & des composantes dont la distribution en taille est
donnée par (ﬁ"”t(v; T4, T,) ou (—]1—(““(1); Ty, T,) selon la nature du lien suivi et les
cercles aux noeuds rejoints par un lien occupé.

distribution de taille des petites composantes atteintes en suivant respectivement un
lien dirigé a rebours et un lien non-dirigé. Ainsi, avec un raisonnement similaire a celui
de la section 2.4.3 (voir figure 2.6), on obtient deux équations de cohérence similaires a
(2.29) et (2.30)

HOM (0, Ty, T) = o PO (HO (0 Ty, To), 1, H (03 Ty, To); Ta, To) (2.34)
(ﬁun(v; Td, Tu) = ,UFun (Eo‘m(v; Td, Tu), 1, ﬁun(v; Tda Tu); Td; Tu) . (235)

—
En solutionnant ces deux équations??, on obtient directement K (v; Ty, T,,) qui génére
la distribution des petites composantes formées de noeuds reliés par des liens occupés
(dirigés suivis a rebours et non-dirigés)

K (0, Ty, T,) = vG (H (0; Ty, T), 1, H (03 T, To); T, T (2.36)

21En effet, la probabilité quun noeud choisi au hasard méne & une composante extensive en suivant
les liens & rebours correspond la fraction des noeuds qui seront infectés si une épidémie se déclare (voir
figure 2.5).

22Voir annexe B.1.
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— —
Au-dessus du seuil de percolation, H°"(v; Ty, T,) et H"™(v; Ty, T,,) perdent leur norma-
lisation. En posant

— = — —
het = HO(L Ty, ), R = H™(1, T, T,)

(2.34) et (2.35) deviennent

(Eout _ Fout (<Eout7 17 “Eun; Td7 Tu) . (237)
— _ — —
R = F* (R0, R Ty, T,) (2.38)

dont les solutions permettent d’obtenir directement S & partir de (2.36)
— _ —
S=1-K(1;T;,T,)=1-G(h* 1, h"; T, T,).

Ceci met fin a la description de deux importants modeles en épidémiologie par réseaux
de contacts. Les concepts introduits par ceux-ci sont a la base du formalisme développé
dans le cadre de ce projet de maitrise. Nous avons donc en main tout le nécessaire pour
en offrir une description détaillée.



Chapitre 3

Vers une transmissibilité hétérogene
(partie 1)

Le chapitre précédent a introduit les bases de I’épidémiologie par réseaux de contacts
et a présenté en détail deux de ses principaux modeles, dont la validité en épidémiologie
repose swr le réalisme de I'hypothese iid. Bien que ce soit le cas pour une large gamme
de maladies, nous verrons pourtant que cette hypothése ne permet pas toujours une
modélisation adéquate des problemes épidémiologiques. C’est cette problématique qui
a motivé ce projet de maitrise o1 on a voulu développer un nouveau formalisme qui pour-
rait y palier. Les prochains chapitres présentent donc les résultats des efforts qui ont été
déployés au cours des deux dernieres années. Conservant la majorité des concepts utilisés
dans les modeles de Newman et Meyers, nous avons développé un formalisme qui pourra
combler certaines des lacunes qu’ont ces modeles lorsque la situation épidémiologique
a modéliser ne permet pas 'hypothese iid.

Nous discuterons tout d’abord des causes de l'invalidité de ’hypothese 7id a la
§3.1 et proposerons ensuite une approche pour palier & cette problématique & la §3.2.
Nous jetterons enfin les bases de notre formalisme décrivant la topologie des réseaux de
contacts dans un régime en-dessous du seuil de percolation a la §3.3. Leur description
au-dessus du seuil épidémique nécessite une approche semi-dirigée et fera l'objet du
chapitre 4. Nous appuyerons finalement nos propos en y comparant les prédictions de
notre modele avec les résultats de simulations numériques et en y montrant qu’il retombe
bel et bien sur les limites théoriques appropriées déja connues.




Chapitre 3. Vers une transmissibilité hétérogéne (partie 1) 35

3.1 Echec de I’hypotheése iid

Comme il a été expliqué a la section 2.1, la probabilité de transmission d’une maladie
infectieuse dépend d’une foule de paramétres comportementaux et biologiques et varie
donc typiquement d’une paire d’individus a une autre. Ceci complique grandement
I’élaboration de modeles de percolation analytiques et il est nécessaire de recourir a des
approximations telle ’hypothese iid pour obtenir des modeles résolubles.

Cette hypothese est présente dans la plupart des modeles analytiques actuels et son
utilisation est justifiée lors de la modélisation de maladies pour lesquelles il n’y a pas de
corrélation entre la probabilité de transmission et un caractere quelconque des indivi-
dus!. Or, cette hypotheése n’est malheureusement pas réaliste pour plusieurs maladies.
Par exemple, les femmes sont jusqu’a deux fois plus vulnérables a étre infectées par un
partenaire porteur du VIH lors de relations sexuelles que les hommes dans la situation
inverse [56]. Citons aussi le cas de I'influenza dont la probabilité de transmission varie,
tout dépendant des souches, selon si l'infection se fait d’un adulte & un enfant, d'un
enfant & un adulte, d'un enfant & un enfant ou d’un adulte a un adulte [22].

De plus, il a été soulevé par Kenah et Robins (K&R) [39] que I'hypothese 4id n’est
pas applicable lorsque la distribution du temps d’infectiosité (7;) n’est plus concentrée
autour d’une valeur particuliere (e.g. distribution bimodale). En effet, cette hypothese
suppose que la probabilité d’occupation des liens dans un réseau est iid et donc varie
indépendamment d’une paire de noeuds a 'autre. Or, pour tous les liens quittant un
certain noeud i vers ses voisins j, T;; telle que définie a 1'équation (2.1)

_ —T45 T
Tij—l——e A

varie certes d’une paire a 'autre, mais doit étre calculée avec la méme valeur de 7; pour
chacune d’entres elles. Or, en moyennant sur P(7) tel que prescrit dans 'hypothese id

T=(Ty)=1- /Oo e P(r)P(7)drdr,

on néglige cette corrélation et dans les cas ou P(7) n’est pas concentrée autour d’une
certaine valeur, les formalismes basés sur I'hypothese 4id feront défaut. Dans ce méme
article, K&R proposent un formalisme basé sur une approche semi-dirigée comme a la
section 2.4 permettant de palier a ce probléme. De plus, Noél et al. [57], dans un article
a paraltre, mettent en perspective le probleme soulevé par K&R en montrant les limites
ou I'hypothese iid reste valide.

Yi.e. Ja transmission de Vagent pathogene est indépendante de la nature (e.g. homme/femme,
adulte/enfant) des individus.
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Le formalisme que nous présentons fut motivé en premier lieu par la premiere
problématique énoncée ici. Toutefois, lorsque les différences entre les temps d’infectio-
sité pourront étre associés a des différences de caractére chez les individus permettant
de les distinguer entre différents types, notre formalisme offrira une alternative pour
palier au probléme soulevé par K&R.

3.2 Hétérogénéité des noeuds

Plusieurs approches sont possibles pour contourner et/ou régler les problématiques
mentionnées ci-haut [39, 48, 57], mais encore peu de modélisateurs s’y sont attaqués.
[’approche que nous avons préconisée consiste a considérer la solution de la fagon
suivante :

Le formalisme qui solutionnera la problématique mentionnée a la section

3.1 devra étre en mesure d’appliquer la bonne probabilité d’occupation (i.e.

la transmissibilité) aux liens selon le sens de la transmission.
En langage épidémiologique, ceci nécessite de connaitre qui infecte qui afin d’utiliser
la bonne transmissibilité. Nous avons donc développé un formalisme mathématiqﬁe
décrivant I'état final de la percolation d’un réseau ol les noeuds sont étiquettés avec
un certain type (e.g. adulte, enfant, homme, femme, etc.). Ainsi, il nous est possible de
connaitre qui est qui et donc d’utiliser la transmissibilité appropriée pour chaque paire
de liens selon le sens de l'infection.

3.2.1 Nouveaux réseaux

Comme il a été dit en introduction de ce chapitre, le formalisme que nous avons
développé utilise plusieurs des concepts présents chez Newman?. Ainsi, les réseaux que
nous considérons sont trés semblables & ceux introduits a la section 2.3 (voir figure 3.1) :

1. Le résean complexe est composé de N noeuds (les individus) ot chacun d’entre-
eux est étiqueté d'un des M types (e.g. 1,2,3,..., M) possibles. Ceci permet donc
de faire une distinction entre les individus. On définit w; comme étant la fraction
du réseau occupée par les noeuds de type 1.

2Nous pouvons le voir comme une extension a plusieurs types de noeuds de son formalisme.
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2. Les liens sont bidirectionnels. Il ne peut y avoir plus d'un lien entre une paire de
nocuds douncée ou de lien reliant un nocud avee lui-méme. Le degré maximal Cun
noeud est done N — 1 et il y a un maximum de (3) liens dans le réseau.

3. Leréseau est caractérisé par la distribution de degrés des noeuds de type ¢ { P;(k)}
ou k correspond au vecteur (ky.ko,... k) (ki liens allant vers des noeuds de
type 1, ko liens allant vers des noeuds de type 2, ete.) et est & tout autre égard
parfaitement aléatoire. ’

Ces propriétés définissent un ensemble de réseaux sur lequel les quantités prédites par
le formalisme sont moyennées. Ce dernier est construit en supposant de grands réseaux
(N > 1) et devient exact dans la limite N — ~c. Bien que les liens n'aient aucune
dircectionnalité, ajout de types de nocuds.dans les réseaux impligue une directionnalité
artificielle des liens. En effet, I'infection peut désormais se faire d'un noeud de type i a
un type 7 (nous noterons i — j) ou dans le sens inverse (j — ). Puisque la distribution
de degrés est définie telle  'elle indique les degrés d'un noeud de type i vers les autres
types de noeuds, un méme lien joignant un type i et un type j sera regardé de dewr points
de vue différents (i.e. i — j et § — i), Ainsi, tout comme le formalisme de Meyers, il est

Fi1G. 3.1 — Représentation schématique des réseaux considérés par
notre formalisme avec M =4, N = 33. w; = % Wy = 15 wy = % and wy =
% et ot les couleurs bleu, rouge, vert et jaune correspondent respectivement
aux noeuds de type 1, 2, 3 et 4. Tous les liens sont bidirectionnels et peuvent

donc étre parcourus dans l'un ou l'autre des sens.

nécessaire d’imposer une contrainte a la distribution de degrés afin que l'ensemble des
réscaux défini par Pi(k) soit cohérent (i.e. que les réscaux soient fermés®). Définissous
tout d’abord z;; comme étant le nombre de premiers voisins de type j qu’a un noeud

#Nous entendons ici un réseau dont les prescriptions topologiques (i.e. Pi(k) ct w;) sont telles que
chaque lien quittant un noeud correspond a un lien arrivant a4 un autre noeud.
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de type 7. Cette quantité s’obtient directement de P;(k)

oo
zj = ) k;Pi(k) (3.1)
k=0
ou la somme sur k correspond a une somme sur tous ses éléments (kj, ko, ..., ka) de

0 a l'infini comme les bornes l'indiquent. La contrainte & imposer a P;(k) consiste a
demander qu’il y ait autant de liens ¢ — j que de liens j — ¢, ce qui, dans la limite
N — oo, peut s’écrire comme

wz = (wz)! (3.2)
ou
wy 0 ... 0 211 212 .- Z1Mm
0 wo ... 0 2921 292 ... Z29M
0 0 .. Wap ZM1 M2 - MM

Notons que (3.2) implique (1\2/1 ) équations non-triviales et que ce systeme d’équations
linéaires est généralement surdéterminé. Ainsi, il n’est typiquement pas possible de fixer
w; ou Pi(k) et d’obtenir Pautre a I'aide de (3.2); il faut plutot utiliser une paire w; et
P;(k) respectant déja (3.2) des le départ?. Ajoutons par contre que le cas M = 2 est le
seul ou il est possible de définir P;(k) et d’en déduire w; par la suite & l'aide de (3.2).
En effet, puisque Tr (w) = 1, nous obtenons directement que

221 Z12
wy = —22 wy = — 22 (3.3)
zZ12 + 291 Z12 + 291

3.2.2 Nouvelle Transmissibilité

Le nouveau type de réseaux présenté ci-haut nous permet de connaitre la nature de
chaque noeud du réseau et ainsi de répondre a la question qui infecte gqui 7 Définissons

la matrice de transmissibilité

Thw T ... Twm
| T T ... Toym
Tar Tue -0 Tum

4Notons toutefois que ces quantités seront habituellement prises de scénarios épidémiologiques réels
ct respecteront néeessairement (3.2). Cette condition pourra aussi aider les wodélisateurs tentant de

reproduire 1un véritable réseau de contacts a s’assurer de la cohérence de celui-ci.
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olt chacun des éléments T;; est la probabilité de transmission® de la maladie d’un noeud
de type 7 a un de type j. Bien entendu, la valeur de T;; varie d'une paire d’individus &
I’autre pour les mémes raisons que celles énumérées a la §2.1. Nous suposerons donc qu’a
Pintérieur d’'un méme type de paire i — j, les probabilités de transmission sont iid et
donc que nous pouvons utiliser la valeur moyenne des distributions associées. Ainsi, pour
tout probleme de modélisation ot 'on veut utiliser ce formalisme, il suffit de séparer les
noeuds du réseau en différentes catégories (types) tel que 'hypothese iid soit valide et
d’utiliser les valeurs de transmissibilité correspondantes. Ainsi, ce formalisme permet
d’éviter les problemes rencontrés par les formalismes précédents et énumérés a la §3.1.
Tout comme pour ceux de Newman et de Meyers et al., il est possible de déduire une
foule d’informations sur la percolation du réseau (e.g. 'état final de 'épidémie, s’il y
en a une) en ne connaissant que P;(k), w; et T.

3.3 Formalisme (en-dessous du seuil de percolation)

Tel que mentionné en introduction de ce chapitre, notre formalisme, a l'instar de
ceux présentés précédemment, est basé sur des fonctions génératrices telles que celles
présentées a la section 2.2. Les prochaines sections expliquent comment nous avons
adapté ce type de formalisme pour lui permettre de décrire les structures introduites a
la section 3.2.

3.3.1 Distribution de degrés occupés

Connaissant P;(k) et supposant 'indépendance entre les états d’occupation des liens,
la probabilité qu’un noeud de type 7 de degrés k ait m (my,ms, ..., ma) liens occupés
est simplement

P. — = kl my ki—my
imlk) = [T\, )T =T,

=1

La probabilité qu’un noeud de type ¢ choisi aléatoirement ait m liens occupés est alors

i Pk H (kll)ﬂ’z”l(l = Ty)h ™ (3.4)

k=

®Ne pas confondre I'actuel T;; ol les indices i et j vont de 1 a M (chaque type du réseau) avec le
T;; de la section 2.1 ou les indices vont de 1 & N (chaque noeud du réseau).
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et est générée par la fonction G;(z; T)

oo M
Gi(z;T) =Y P(m) [ [«
m=0 =1
oo oo M
=2, ) Pk H( )717"(1 — Ty
m=0k=m =1
oo M Kk
=S RWIT (1) o -z
k=0 I=1 my=0
oo M
=SR] [+ (2 — )T]" (3.5)
k=0 =1
ou x correspond au vecteur (ry,2a,...,zp). Il est possible d’obtenir le degré occupé

moyen Z;; (i.e. nombre moyen de liens quittant un noeud de type ¢ vers un noeud de
type j) a l'aide de G;(x; T)

_ d
%5 = EGZ(I,T)
oo M
—T, ijpz V[ + @ -0 (3.6)
k=0 =1 =1
=T ) kFi(k)
k=0
=T}z
ou z; est le degré moyen du réseau tel que défini a 1'équation (3.1) et 1 correspond au
vecteur (1,1,...,1).
M fois

3.3.2 Distribution de degrés occupés excédants

Ainsi que pour les formalismes de Newman et Meyers et al., il s’avere fort utile,
voire nécessaire, de connaitre la distribution des degrés excédants. Le degré excédant
correspond au nombre de liens par lesquels il est possible de quitter un noeud auquel
nous sommes arrivés en suivant un quelconque lien (donc en excluant celui-ci). Alors
que dans le modele de Newman cette quantité correspond simplement au degré des
noeuds moins un, le fait d’avoir plusieurs types de noeuds requiert de connaitre d’ou
nous sommes arrivés afin de savoir vers ot nous pouvons aller. Ainsi, il faut introduire
une mémoire au systéme. Définissons Q;;(n), ou n est aux degrés occupés excédants
ce que k et m sont aux degrés et aux degrés occupés, comme étant la distribution de
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degrés excédants d’un noeud de type j auquel nous sommes arrivés d’'un noeud de type
i (i.e. en suivant un lien ¢ — j). En suivant un raisonnement similaire & celui pour
obtenir (2.11), nous obtenons

oo M
1
Quim = > ey B s [T () mra-mov 6)
I =n =1

ou d; correspond au vecteur de Kronecker (0;1,0:0,...,0;n). Cette distribution est
générée par Ij;(x; T)

Fij(x; T) = Z Qij(n) fo”
LSS e k+6)H( )T”’ (1= Ty oy

Z'n._OIrc n

oo

:%Z(kiﬂ Pi(k + &) HZ( )m;l L1 = Ty)R™

Z
J* k=0

’ M
:Z_ka VT [+ (2 — 1) ™™ (3.8)
7 =1 .

En comparant (3.6) et (3.8), nous constatons qu’il est possible de relier directement
Fij(x;T) a G;(x; T) de la fagon suivante

1 dGy(@T).

Zj; o dw

Fij(z; T) =

3.3.3 Distribution du nombre d’infectés

Ayant maintenant en main les fonctions génératrices associées aux degrés occupés
et aux degrés occupés excédants, il nous est possible de construire une équation de
récurrence analogue a (2.14). La définition de nos nouveaux réseaux nous permet encore
de supposer une structure en arbre des petites composantes puisque la probabilité des
boucles fermées est d’ordre O(N~!) et est donc négligeable dans la limite N — oc.
Définissons H;;(x; T) comme étant la fonction génératrice de la distribution de la taille
de la petite composante atteinte en suivant un lien ¢ — j (donc en comptant le noeud
de type j dans la composante atteinte). La structure en arbre des petites composantes
nous permet une fois de plus de décomposer H;;(z; T) en un ensemble de contributions.
Ainsi, en arrivant par un lien 7 — j, le noeud atteint pourra 1) n’avoir aucun autre lien
par lesquels nous pourrions continuer notre chemin (i.e. degré occupé excédant nul) ou
2) un ou plusieurs liens occupés menant chacun a une petite composante (i.e. degré
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occupé excédant non-nul) dont la distribution en taille est aussi générée par H,;(a; T)
(invariance sous déplacement dans le réseau). La figure 3.2 illustre la décomposition

R ARG
,

Il

R A AR
RERESAGaRA S

Fia. 3.2 Représentation schématique de la décomposition de
Hij(z; T) en différentes contributions pour M = 2. Les hoites corres-
pondent a des composantes dont la distribution en taille est donnée par
H;j(x;T) et les cercles aux noeuds rejoints par un lien occupé. La couleur
des boites correspond a la nature du premier noeud atteint (j) et la couleur

du lien a celle du noeud d’oll nous sommnes partis (7).

de H;j(x;T) pour M = 2. Puisque la distribution des degrés excédants est donnée
par Fj(x; T) et en utilisant la propriété de convolution des fonctions génératrices, nous
pouvons résumer l'interdépendance de /7;;(x; T) par I'équation transcendante suivante :

Hj(z:T) = x;F;;(Hj(z; T); T) (3.9)

ol le facteur x; a été ajouté pour compter le noeud aunqguel nous sommes arrivés et ot
H(x; T) correspond au vecteur (H]](;c T). Hp(x:T),.... Hjm(x; T)). Cette équation
se solutionne en cherchant 'état stationnaire du systeme dynamique itératif suivant

(@ T) = 2, Fy; (H (2 T); T)

pour n > 1 avec des conditions initiales normalisées. L'existence d'une solution station-
naire est assurée par la présence du facteur r; (une explication intuitive et une méthode
de résolution numérique sont présentées a ’'annexe B.1). Nous définissons maintenant
K(z:T) comme étant la fonction génératrice de la distribution de la taille de la petite
composante atteinte a partir dun noeud quelcongne du résean. De facon analogue &
Newman, 7;(; (Hi(a:; T); T) génére la distribution du nombre de nocuds rejoints par
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des liens occupés a partir d’'un noeud de type i. En pondérant par la fraction du réseau
occupée par les noeuds de type i, nous obtenons

K (x; T) = wal i T); T). (3.10)

Ainsi, en ne connaissant que P;(k), w; et T, il suffit de résoudre (3.9) et (3.10) pour
obtenir la distribution de la taille de la petite composante a laquclle appartient un
noeud choisi au hasard. De plus, puisque H;j(x; T) et K(x; T) possedent M variables,
la distribution ainsi obtenue aura A/ dimensions et il sera possible de connaitre la
composition de ces composantes i.e. la distribution du nombre d’individus infectés de
chaque type.

3.3.4 Seuil de percolation

A Daide de K (z;T), il est possible de calculer directement le nombre moyen d’in-
dividus de type 7 infectés (s;) a Paide de (2.5) et la variance associée a 'aide de (2.6).
En dérivant (3.10) par rapport a x;, nous obtenons

dK(x; T)

dz. Zwlilel (H[(ZZ! T) T)

¢ =1

= ;lel (H[(II?; T) l + IZI’U)ILEld—Gl(HL(CB T) T)

G (Hy(z [ (x;
= w;G; (H;(x —I—Zwlrlz l()H,l )) )dHl]d(:’T) (3.11)

oll nous avons explicité les dérivées en chaine. En évaluant (3.11) a & = 1, nous obte-
nons® le nombre moyen de noeuds de type i dans les petites composantes

M M
<Si> = Wy + Z wy Z Zl]al(;) (312)
=1 7=1

C W) _ dHy (T :
oll (,ygj) = % sont les solutions de
l

=1

o) = 8+ Z T3 0 (3.13)

SRappelons-nous que H;;(1;T) =1V 4,7 =1,...,M en-dessous du seuil de percolation puisque
pp q J ) k] .7 3 Ll
tous les liens occupés menent a une composante de taille finie possédant une structure en arbre.
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obtenue en dérivant (3.9) par z; et en évaluant & @ = 1. Afin d’alléger la notation et
extraire la dépendance par rapport a la transmissibilité, nous avons noté dans (3.13)

OFy(z;T)|  _ 1 &Gi=T)| . P
or, |, i dwdzy |, Y
ou ,Bl.(]l-) n’est fonction que de la structure du réseau
gY = Zk (ki — du) P (k) (3.14)

it o

et est donc connu. Ainsi il suffit, pour obtenir (s;), de résoudre (3.13) qui correspond en
fait & M systemes de M? équations linéaires et de M? inconnues qui peut se résoudre
aisément a la main ou a l'aide d’un logiciel tel Maple ou Mathematica.

Cas M =2

Afin de donner une idée de la forme des solutions, nous avons résolu le systeme
(3.13) pour le cas M = 2:

o = = (TiaTan [0 ~ 089 [1on (085 — 6289) - 9] + Tunly - 1)
aglz)ZTglaTm(ﬂé)ﬂgz 98 - o] 1~ i (o0 - oiY)])
oy = ([0 ~1] [1- s (51 - )]
off) = Tsz 2 (Tn |65 - 8] - 1)
off = T (ot - ] -1)
off = 2 ([rust? — 1] [1- 7 (08 - 53]
off = 7;; ([ (o200 - o252 - 8] [1 - T (55 - 7)) )

aly = G <T12T21 [ﬂzz - ﬁ»)} [T11< 20 ﬂgpﬂﬁ)) - g)} + By - 1)

ou
G = T [Tua (60517 - 806 — 8| [ e (188 - 83647 - 81|
= [T -1 188 1] (3.15)
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est un polynéme en T;; dont les coefficients ne dépendent que de la topologie du réseau.
0]
ij
(5 et donc que le nombre moyen d’infectés diverge selon

Nous voyons donc que tous les ¢,/ sont inversement proportionnels a la méme quantité

(s)=(s1) + (s2) ~ 5"

lorsque (; — 0. Il y aura donc une transition de phase a (, = 0 qui correspond a
I’apparition de la composante géante. Ainsi, (s = 0 définit une hypersurface dans un
espace & 4 dimensions’, dont la base est formée des éléments de T (T1y, Tha, To1 et Thy),
qui définit le seuil de percolation du réseau. Ce résultat pour le cas ou M = 2 et la
forme particuliere de (3.13) nous ameéne a conjecturer un comportement similaire pour
un M général.

Conjecture

Nous conjecturons® donc que la forme particuliere de (3.13) (plus particulierement
0
9
rationnelle avec un méme dénominateur commun (y;. Celui-ci est un polynome formé

la présence du terme 4;;) assure une solution non-triviale ou la forme fermée des o est
des éléments de T ayant des coefficients qui dépendent uniquement de la structure du
réseau — F;(k) — et s’annule a l'apparition de la composante géante causant ainsi la
divergence simultanée de l’ensemble des (s;) — et donc la divergence de (s) — selon

() = Z (si) ~ Cof

lorsque (y — 0. Ainsi, (3 = 0 correspond & une hypersurface dans un espace M?*
dimensionnel dont la base est formée par les éléments® de la matrice de transmis-
sibilité T. Cette hypersurface définit le seuil de percolation du réseau. En language
épidémiologique, (p = 0 définit, pour une structure sociale donnée (i.e. P;(k) et w;),
Pensemble des transmissibilités critiques marquant le début d'un risque d’épidémie
a grande échelle puisque tout scénario se situant a l'eziérieur de cette hypersurface
possédera une composante géante.

"En réalité, le fait que Tho et Th; n’apparaissent que sous la forme T2T51 réduit la dimensionnalité
effective de V'espace a 3.

8La preuve de cette conjecture est présentée a 'annexe D.

9Chaque T;; correspond & une dimension. Il se peut toutefois que (ys présente des symétries (comme
c’est le cas pour M = 2), ce qui réduira la dimensionnalité effective de 1'espace.
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3.3.5 Composante géante

Vue la ressemblance frappante de notre formalisme avec celui développé par New-
man, on pourrait étre tenté de continuer sur 1'élan et généraliser les équations (2.17)—
(2.19) a plusieurs types de noeuds pour obtenir une description du réseau au-dessus du
seuil de percolation. Les équations ainsi obtenues ne correspondraient toutefois pas a
la taille d’une éventuelle épidémie puisque le fait que typiquement T # TT (il s’agit 1a
d’ailleurs de la motivation a développer ce genre de formalisme) induit une asymétrie
dans le réseau.

[’approche introduite par Newman consiste en fait a calculer une distribution de
degrés efficaces (la distribution de degrés occupés) ot chacun des liens de chaque noeud
est conservé avec la probabilité d’occupation appropriée. Une analyse topologique [55]
du réseau résultant permet ensuite d’obtenir les quantités d’intérét (e.g. la taille de la
composante géante). Comme un lien non-dirigé peut transmettre la maladie dans I'une
ou Pautre des directions, celui-ci restera non-dirigé avec une probabilité 72, deviendra
dirigé (dans I'une ou l'autre des directions) avec une probabilité T'(1 — T') ou sera
retiré avec une probabilité (1 — T)2. Ceci illustre que tout réseau non-dirigé — ou du
moins tout réseau possédant des liens non-dirigés — ou nous appliquons une probabilité
d’occupation des liens est intrinséquement semi-dirigé et donc que sa composante géante
se divise en trois ensembles (CGE, CGC et CGS) comme a la figure 2.5. Toutefois,
puisque que dans ce cas-ci la probabilité qu’un lien devienne entrant ou sortant est la
memne, la CGE a la méme taille que la CGS et la probabilité d’une épidémie P et sa taille
S se confondent en une seule et méme quantité. L’isomorphisme avec la percolation de
liens est alors exact.

Dans 'approche présentée dans ce chapitre, un lien non-dirigé entre un noeud de type
2 et un noeud de type j restera non-dirigé avec une probabilité 7;;T};, deviendra dirigé
du type @ au type j avec une probabilité 7;;(1—T};), deviendra dirigé du type j au type ¢
avec une probabilité Tj;(1—T;;) ou sera retiré avec une probabilité (1-7;;)(1-Tj;). Ainsi,
nous voyons que le fait que T # T' implique qu’il y aura plus de liens entre les noeuds
de type i et les noeuds de type j courant dans une direction que dans l'autre. Ceci fait
en sorte que la CGE n’aura pas la méme taille que la CGS et donc que P # S. 1l faut
donce avoir recours a une approche semi-dirigée inspirée de celle proposée par Meyers et
al. pour expliciter cette asymétrie et ainsi décrire correctement la topologie du résean
au-dessus du seuil de percolation!®. Unc version semi-dirigée de notre formalisme est
donc présentée au chapitre suivant et est ensuite utilisée pour correctement décrire la
topologie du réseau en présence dune composante géante.

10Tel que mentionné précédemment, il faut faire appel 4 des concepts de percolation de liens sur

réseaux dirigés pour préserver I'isomorphisme.
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Vers une transmissibilité hétérogene
(partie 2)

Au chapitre 3, nous avons présenté une solution a l'incapacité des modeles épidé-
miologiques par réseaux de contacts actuels a décrire correctement la propagation de
maladies dont la probabilité de transmission est corrélée avec un caractere des individus
(e.g. age, sexe). Nous avons ensuite développé un formalisme mathématique inspiré des
modeles présentés au chapitre 2 afin de décrire la topologie des nouveaux réseaux de
contacts que notre solution propose sous leur seuil de percolation. Tel que mentionné
a la fin du chapitre précédent, la description de tels réseaux au-dessus de leur seuil de
percolation nécessite une approche semi-dirigée analogue a celle développée par Meyers
et al. [45]. Ainsi, une version généralisée a des réseaux semi-dirigés de notre formalisme
est présentée & la §4.1 et est par la suite utilisée a la §4.2 pour décrire la topologie de
nos réseaux dans un régime au-dessus de leur seuil de percolation. Finalement, la §4.3
compare les prédictions de notre formalisme aux résultats de simulations numériques
et montre que celui-ci retombe bel et bien sur des limites théoriques déja connues.

4.1 Fomalisme semi-dirigé

Nous présentons d’abord une généralisation de notre formalisme permettant de
décrire la percolation de réseaux semi-dirigés. Cette version ne tient pas compte d’une
probabilité d’occupation des liens (i.e. la transmissibilité) comme pour les autres ver-
sions présentées jusqu’a maintenant. Celle-ci sera introduite d'une nouvelle facon a la
section 4.2. Ce formalisme décrit donc simplement la topologie du réseau en considérant



Chapitre 4. Vers une transmissibilité hétérogene (partie 2) 48

tous les liens comme étant occupés (i.e. T = 1). Il serait toutefois possible de cal-
culer une distribution des degrés occupés en introduisant un terme binomial comme
aux équations (2.8), (2.20) et (3.4) et ainsi d’obtenir un formalisme décrivant la per-
colation des liens d’'un réseau semi-dirigé a plusieurs types de noeuds. Puisque cette
généralisation supplémentaire ne nous sera d’aucune utilité pour la suite des choses,
I’obtention d’un tel formalisme, dont la dérivation est directe, est laissée a la discrétion
du lecteur intéressé.

4.1.1 Nouveaux réseaux

Les réseaux décrits par ce formalime sont définis de fagon similaire a ceux de la
section 3.2.1 a 'exception qu’ils permettent aux liens d’avoir un sens ou non :

1. Le réseau complexe est composé de N noeuds (les individus) ou chacun d’entre
eux est étiqueté d'un des M types (e.g. 1,2,3, ..., M) possibles. Ceci permet donc
de faire une distinction entre les individus. On définit w; comme étant la fraction
du réseau occupée par les noeuds de type 1.

2. Les liens peuvent étre bidirectionnels ou unidirectionnels. Il ne peut avoir plus
d’un lien (peu importe son type) entre une paire de noeuds donnée ou de lien

reliant un noeud avec lui-méme. Le degré maximal d'un noeud est donc N — 1 et

N

2) liens dans le réseau.

il y a un maximum de (

3. Le réseau est uniquement défini par la distribution de degrés {P;(r,t,k)} our, ¢
et k correspondent! respectivement aux liens entrants, sortants et non-dirigés et
est a tout autre égard parfaitement aléatoire.

Tout comme pour les autres formalismes, ces propriétés définissent un ensemble de
réseaux sur lequel toutes les quantités prédites par le formalisme sont moyennées. Celui-
ci est construit en supposant de grands réseaux (N > 1) et devient exact dans la limite
N — oo. La figure 4.1 illustre une réalisation possible de ces réseaux. Définissons z%’,
z?j“t et z;' comme étant le nombre de premiers voisins de type j qu’a un noeud de type

1 en suivant respectivement des liens entrants, sortants et non-dirigés. Ces quantités

La notation utilisée ici est la méme que celle de la section 3.2.1.
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Fia. 4.1 Représentation schématique des réseaux semi-dirigés
considérés par notre formalisme généralisé avec M = 4, N = 33,
wy = %, Uy = %, wy = % and wy = % et ol les couleurs bleu, rouge, vert et
jaune correspondent respectivement aux noeuds de type 1, 2, 3 et 4. Les liens

peuvent etre dirigés ou nomn.

s'obtiennent directement de P(r,t. k)

oo

@M= Y rP(r.tk) (4.1)
r.tk=0
oo

=Y 1;P(rtk) (4.2)
r.tk=0
oo
r.t.k=0

De plus, a Uinstar des réscaux de Mevers et ol. et de ceux déerits a la section 3.2.1, les
réseaux définis ci-haut sont assujettis & des contraintes de fermeture similaires a (2.25)
et (3.2). Celles-ci demandent d'une part qu’il v ait autant de liens non-dirigés de type
i — j que de type j — i

wz"" = (wz”")'f (4.4)

et d’autre part que les noeuds de type i aient antant de liens entrants provenant de
noeuds de type j qu’il ¥ a de liens sortants de noeuds de type j allant vers des noeuds
de type i

wz"" — (wzin)’( (45)
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ou nous avons noteé

wp 0 ... 0 B ey vl
0 we ... O . Zr Zyy ... iy
w= ; 2" = .
un un un
L0 0 ... wym |23 Zaf2 - Auimd
out out out [ .in in in
TR TR v 1 fiz o A
out out out in in
out 1 2 - oM in 1 4 .. By
z = ; 25 =1 . . .
out  .out out in in Ar
LeM1 AM2 -+ FMM LZpm1 Zm2 - AMM

Ces contraintes impliquent respectivement (A;) et M? équations non-triviales ce qui a
pour conséquence que le systeme linéaire correspondant sera surdéterminé tout comme
a la section 3.2.1. 11 faudra donc choisir une distribution de degrés (Pi(r,t,k)) de
méme qu’'un vecteur de population (w;) respectant a priori les contraintes (4.4) et (4.5).
Toutefois, comme il a été expliqué a la section 3.2.1, ces quantités seront habituellement
prises de scénarios épidémiologiques réels qui respecteront nécessairement (4.4) et (4.5).

4.1.2 Distribution de degrés

De fagon analogue au formalisme de Meyvers et al., nous définissons éi(a:,y,u)
comme étant la fonction génératrice associée a la distribution de degrés Pi(r,t, k)
[ o] oo oo
Gi(z,y,u) Zzzprtknzzlyl”ul
7=0 t=0 k=0
Cette fonction permet de calculer directement les premiers moments

; d
= —Gi(1,1,1
1] d’r ( e )

d -
M = —Gi(1,1,1
5= gy Gy

d -
T G(1,1,1).
= g G LY

tels que définis aux équations (4.1)-(4.3).

4.1.3 Distribution de degrés excédants

Définissons maintenant Fi7(z,y,u), F3"(x,y,u) et Fj*(x,y,u) comme étant les
fonctions génératrices associées a la distribution de degrés excédants obtenue en suivant
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respectivement un lien dirigé © — j en respectant son sens, un lien dirigé i — j a
rebours et un lien non-dirigé ¢ — j. Ces fonctions peuvent étre obtenues directement
de G;(x,y,u) par différentiation

(e, y,u) - %d%cxw,y,u) (46)

Fo(x,y,u) = LiC?(ac y,u) (4.7)
5B = gy, i

P yu) = — LGy w) (4.8)
g AT 20 du, I

et leur distribution associée peut étre extraite par différentiation (voir (2.4)).

4.1.4 Distribution des petites composantes

Nous nous intéressons maintenant a la distribution de la taille de la petite com-
posante a laquelle appartient un noeud choisi au hasard dans les réseaux en-dessous
du seuil de percolation. Comme il a été montré par Meyers et al., la présence de liens
dirigés dans les réseaux semi-dirigés implique que la probabilité quun noeud choisi au
hasard mene a la composante géante (P) n’est pas nécessairement égale a celle qu'un
quelconque noeud puisse étre rejoint a partir de celle-ci (S). Il est donc nécessaire de
connaitre la distribution associée aux composantes naturelles (formées en considérant
les liens dirigés et les liens non-dirigés), mais aussi celle pour les composantes a rebours
(formées en ne suivant que les liens dirigés a rebours et les liens non-dirigés).

Composantes naturelles

Encore une fois, la taille infinie (N — o0) des réseaux considérés nous permet de
supposer que les petites composantes respectent une structure en arbre. Définissons
ﬁ;‘;('v) et ﬁ;g‘(v) comme étant les fonctions génératrices générant la taille des petites
composantes atteintes en suivant respectivement un lien dirigé i — j (i.e. en respectant
son sens) et un lien non-dirigé ¢+ — j. En décomposant ces distributions en différentes
contributions comme & la figure 2.4 (en imaginant plus d’un type de noeuds), nous ob-
tenons que ?;;‘('u) et ?;‘j“(v) doivent respecter les équations de cohérence suivantes

Hi(w) = o, 70 (1, H™(v), H(v)) (4.9)
J J7 J ! 2

- ~ -y -
Hi(v) = v F (1, HY (v), H3" (v)) . (4.10)
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—

ou H'"(v) correspond au vecteur
Tfin Tiin TFin
(Hjl(v)v j2(v)7"'7 jM(U))
—
et H3™(v) au vecteur
— — —
(Hji(v), Hj3(v),..., Hi3(v)).

Ainsi, en solutionnant? (4.9) et (4.10), nous obtenons la distribution de la taille de la
petite composante, formée en ne considérant que les liens dirigés (i.e. en respectant leur
sens) et les liens non-dirigés, et rejointe a partir d’un noeud quelconque du réseau

— M — —
K(v)=> wuG (1, H*v), H™(v)). (4.11)

=1

En prennant la dérivée de (4.11) par rapport & chacune des variables v;, nous pourrions
obtenir un critére pour décrire le seuil de percolation des réseaux semi-dirigés. Cet
exercice est, ici aussi, laissé a la discrétion du lecteur intéressé.

Composantes a rebours

Définissons maintenant ﬁ%‘-“(v) et ‘ﬁf]“(v) comme étant les fonctions génératrices
générant la taille des petites composantes atteintes en suivant respectivement un lien
dirigé ¢+ — j a rebours et un lien non-dirigé ¢ — j. Par un raisonnement analogue a
celui utilisé précédemment, il nous est possible de décomposer T]?}“(v) et H;‘j“(v) en
une somme de contributions (voir la figure 2.6 mais avec plus d’un type de noeuds) et
ainsi d’obtenir les ¢équations de cohérence suivantes

— ~ «— —

HM (v) = v i (HS™ (v), 1, H}™ (v)) (4.12)
Trun ~un /Sfrout Tun

H i (v) = v Fy; (Hj (v),1, H} ('v)) (4.13)

En solutionnant® (4.12) et (4.13), nous obtenons la distribution de la taille de la petite
composante, formée en ne considérant que les liens dirigés a rebours et les liens non-
dirigés, et atteinte a partir d'un noeud quelconque du réseau

M
K(v) =Y wuli (H(v), 1, H™(v)). (4.14)

=1

2Voir l'annexe B.1.
3Voir 'annexe B.1.
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4.1.5 Composante géante

Au-dessus du seuil de percolation, il existe une composante géante dans le réseau.
— —
Ainsi, K (v) et K (v) perdent leur normalisation puisqu’un noeud choisi au hasard ne
mene plus assurément vers une composante de taille finie.

Calcul de P

Comme nous 'avons vu a la section 2.4.5, la probabilité qu’un noeud choisi au hasard
nous mene a la composante géante (P) corresponi a la taille relative de CGE |J CGC.
Cette quantité correspond a la valeur perdue de K (1). Ainsi, posons

7in — Tfin Tun _ fun

hi = Hij(l) ,  hi = H (1)
correspondant respectivement a la probabilité qu'un lien ¢ — j dirigé (en respectant
son sens) ou non-dirigé mene a une composante naturelle de taille finie. Ces derniers
objets sont les solutions de (4.9) et (4.10) évaluées a v =1:

in rhin in un |

hij=F3@, b, h§™) (4.15)
un [un in un

R =F(1, R, R3T). (4.16)

A Daide de ces solutions, nous obtenons directement de (4.11) la probabilité qu'un
noeud quelconque mene & la composante géante

-
P=1-K(1)
M ~ —, —>
=1-Y wG(1, h{? B, (4.17)
=1

Calcul de &

La taille de la composante géante est obtenue en calculant la fraction des noeuds
qui peuvent étre rejoints a partir de la CGC i.e. en calculant la taille de CGC | J CGS.
—
Cette quantité correspond donc a la valeur perdue de K (1). Posons
T out _ Frout “un _ Syun
hitt= HEM1), b= HPQ)
correspondant respectivement & la probabilité quun lien ¢ — j dirigé suivi a rebours
ou non-dirigé mene a une composante a rebours de taille finie. Ces quantités peuvent
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étre obtenues en solutionnant les équations
(Eout _ ﬁout((—’:out 1 (ﬁun 4.18
[ B ¥ ) j i ) ( : )
Zun _ ﬁwun < out < un
ij ij(h’j :th) (4.19)

obtenues en posant v = 1 dans (4.12) et (4.13). A D'aide de (4.14), nous obtenons
directement la taille relative de la composante géante

S=1-K(@1)
M ~ —
=1-) wG(h{™ 1, k™). (4.20)
=1

4.2 Formalisme (au-dessus du seuil de percolation)

Grace a ce formalisme permettant de décrire la percolation de réseaux semi-dirigés,
nous sommes en mesure de décrire la topologie des réseaux introduits a.la section
3.2.1 (i.e. des réseaux non-dirigés avec plusieurs types de noeuds) au-dessus du seuil de
percolation.

4.2.1 Ajout de la transmisibilité

Pour utiliser le formalisme semi-dirigé présenté & la section 4.1, nous devons trans-
former la distribution de degrés P;(k) en une distribution semi-dirigée. Cette transfor-
mation se fait de fagon similaire aux équations (2.8), (2.20) et (3.4), i.e. en introduisant
un terme multinomial, ce qui suppose 'indépendance de I’état d’occupation des liens.
Ainsi, la probabilité qu’un noeud de type i ayant k liens ait a liens occupés entrants, b
liens occupés sortants et m liens occupés non-dirigés est donnée par

M

Pabomi) =1 () )[m—m]almu—m]’"

abym
1 \aimy
; myr ki—a;—b—m,
x [TuTu]™ [(1 = T)(1 — Tu)] :
La probabilité qu’un noeud choisi au hasard ait a liens occupés entrants, b liens oc-
cupés sortants et m liens occupés non-dirigés est obtenue en sommant sur k, ce qui
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donne
oo M
k a
P(a,b,m) = Z Fi(k) H ( bl ) [Tu(1 = Ty)]™ [Tu(1 - Tzz‘)]bl
k=atbtm 1=\

ky—ay—b—my

< [TuT] ™ [(1 = Ti)(1 — T)]

La fonction génératrice associée a Pi(a,b, m)

ay bl my
G:cy, E PabmHmlylul.
a,bm=0
se simplifie, apres quelques manipulations algébriques similaires & celles explicitées
précédemment dans de pareils cas, a

(@,y,u) =) Pk H ~ T)(1 ~ Ty)
+ Ty (1 = Tyg)ay + T (1 _Tli)yl+TilTliUl}k[- (4.21)

Cette expression nous permet de calculer directement les premiers moments pour les
différents types de liens
. > d
2= Y aPla,bm)= T—Gi(1.1,1,T) = T;(1 = Tyj)z
a,b,m=0 J

d
zout _ ZbPabm) d(*(111T) Tij (1 = Tji) 2

17
a,bom=0
=)

1
Z = Z m]-Pi(a, b,m) = —d(;Gz(l, 1, 1,T) = Tji,TijZij

ij
, a,bm=0 J
ou z;; est le nombre moyen de voisins tel que défini a I’équation (3.1). Etant donné la
3 N, : al [rout
forme partlcuhem de (4.21), nous voyons que les fonctions I} (z, y,u), F" (2, y,u) et
Fi'(x,y,u) définies par (4.6), (4.7) et (4.8) se fondent en une seule et méme fonction

Fm(:c y,u) = Fi‘}“t(:c,y,u) = I:}‘]‘-“(m,y, u) = Fj(z,y,u) (4.22)
ol
M
Fy(z,y,u) = - ka k)] [0 - T —1T)
I k= =1

ki —éit

+ T (1 = Tz 4 Tu(1 — o)y + TiTyyw] ™ (4.23)

Comme nous le verrons & la section suivante, cette fagon d’introduire la transmissibilité
dans le formalisme semi-dirigé a d’importantes répercussions sur la suite des choses,
plus particulierement sur les équations permettant de quantifier la composante géante.
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4.2.2 Composante géante (probabilité et taille)

Le fait que }2‘]“(;3, Y, u), Fi‘]’-‘“(m, y,u) et F;‘;"(m y,u) soient équivalentes lorsque la
transmissibilité est insérée dans le formalisme comme & la section précédente simplifie
grandement les équations (4.15)—(4.20). Nous verrons notamment que certaines quan-
tités associées aux composantes naturelles, que nous notons a l'aide d’une fleche de
gauche a droite (—), sont analogues aux quantités notées de fagon similaire & la §3.3
et sont équivalentes en-dessous du seuil de percolation. Toutefois, puisqu’au-dessus du
seuil de percolation il est nécessaire de considérer a la fois les composantes naturelles et
celles a rebours, nous continuerons a les distinguer I'une de I'autre a 'aide de fleches.

Calcul de P

Considérant (4.22), (4.15) et (4.16) deviennent
s 3 g N - ~ - —_—
h = Py R RENT) L b = Byl R R

. R , . 3 . , L, —. i — N e
i.e. une seule et méme équation impliquant légalité h;; = hj;' = h;; ou hy; est la
probabilité qu'un lien ¢ — j occupé ne mene pas a la composante géante. En utilisant
—

(4.23), nous voyons que h ;; s’obtient en solutionnant

_ 1 oo M N s

—d;
hij = — Y _kiPi(k) [ ] [1 4 (hj — )T] ™. (4.24)
it k=0 =1
-
Une fois h;; obtenue, la probabilité d'une épidémie s’écrit directement
M

M oo .
— 1k
P=1-> w;» Pik) ][] [1+ (hj—1)T]" (4.25)
j=1 k=0 =1
a Paide de (4.17). Comparant (4.24) & (3.8) et (4.25) a (3.5), nous voyons qu'il est
possible de réécrire les 2 équations précédentes en termes des quantités de la §3.3
: — —
hi; = Fij(hj; T)
M —
P =1- Zwi(;i(hi;T)-

=1
Calcul de S

De la méme fagon, (4.22) implique que (4.18) et (4.19) deviennent

Zout . F_‘ (Eout 1 <’Tun,r:[\ <ﬁun _ F (E
ij_lj(jvaj7)7 g = Fy(
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out — —
et donc que h " = A = hi;, on hy; est obtenu de

oy = — ka H [1+ (hy — )T,]5 (4.26)
=1

Z;
FL—

-
Avec h;j, nous obtenons directement la taille relative d’'une épidémie

=1- ij ZP H + (hy — 1)T,]" (4.27)

=1

a l'aide de (4.20). Ici aussi, il est possible de réécrire (4.26) et (4.27) en fonction des
quantités de la §3.3, a savoir

hiy = E‘j(’TﬁTT)

=1- sz (hs; T"). (4.28)

On remarque deux choses en observant attentivement (4.25) et (4.27). D’une part,
(4.25) correspond simplement a la perte de normalisation de (3.10). Ceci nous montre
que nous aurions fait fausse route en généralisant directement le modele de Newman a
plusieurs types de noeuds puisque que nous aurions obtenu une expression pour P sans
toutefois en avoir une pour S puisque typiquement P # S.

D’autre part, (4.25) et (4.27) ne different en fait que par l'ordre des indices du
terme de la transmissibilité?. Ceci montre que la différence quantitative entre P et S
réside strictement dans le fait que T n’est pas symétrique confirmant explicitement
notre hypothese de départ. Ainsi, lorsque T = T, la taille de la composante géante
correspond aussi a la probabilité d’avoir une épidémie a grande échelle comme c’est le
cas pour le modele de Newman ot T est manifestement symétrique.

4.2.3 Disﬁribution du nombre d’infectés

En présence d’une composante géante, il est encore possible de déterminer la dis-
tribution du nombre d’infectés. Celle-ci est toujours générée par K (x; T), qui s'obtient
en solutionnant® (3.9) et (3.10), mais qui doit étre renormalisée puisque P # 0

K(z;T)

T (4.29)

1l en va de méme pour (4.24) et (4.26).
SNotons que (4.22) implique que H}%(xz) = H}'(z) = Hyj(x) et donc que K(z) = K(z). Ainsi,
résoudre (4.9)—(4.11) est équivalent & résoudre (3.9) et (3.10).
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11 est toutefois possible que, pour un probleme donné, seuls les premiers moments ne
soient requis, rendant ainsi la résolution de (3.9) et (3.10) — ce qui pour de grandes
valeurs de M et/ou de larges distributions de degrés peut nécessiter de longs calculs
numériques — tout a fait superflue. En suivant une démarche similaire a celle de la
section 3.3.4, il est possible d’obtenir des équations de récurrence simples permettant
d’obtenir aisément le nombre moyen d'infectés. A Iaide de (4.29), nous avons directe-
ment que

sy 1 dK(x;T)

1 dK(x;T)
() = KL,T) dz,

:1—P dx

=1

En évaluant (3.11) a & = 1, nous obtenons en posant E)g-) = d]{li;(z)
i

=1

=1

M M
dK(x; T g howt
% — wiGi<hi; T) + sz Zﬂjzljhjl?l(j)
i lz=1 =1 j=1
puisque
0GI(Hi(z; T);T)|  dGi(2;T)
OHy(:T) | R
M fn—5
-1, 3 [ 1+ G 7
7_) n=1
= /]-‘ljzl]hjl

en utilisant (4.24). Ainsi, nous avons l'expression généralisée pour le nombre moyen

d’infectés

7 M M
w;Gi(hy; T 1
(s) = 1(73 )+1_P§ w Y Tyjzih ]lal]. (4.30)
=1 7=1

. ’ —(l
Nous interprétons o z(j)

N
présents dans la composante atteinte par un lien de type i — j et wiGi(hi; T) comme

étant la probabilité que le patient zéro soit de type i et ne provoque aucune infection

!
secondaire. Tout comme & la §3.3.4, I'équation de récurrence associée aux 0‘1(3) est

comme étant simplement le nombre moyen de noeuds de type [

obtenue en dérivant (3.9) par rapport a z;

T > T i

n=1

ct en évaluant a x =1

@Y = F;(hg;T)6 + ZTM goal. (4.31)

1
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Afin d’alléger la notation, nous avons noté dans (4.31)

(9E](HJ((B,T),T) - 1 dQGj(iB;T)
OHjn(; T) 1 Tz dzdx, i
S r T ky—8—6
- Tjn; Zkz(kn — i) Pi(K) H [1 + (hj — l)Tj] 1= 81— din
I k=0 =1
=Ty 5

N _)(") i : T
ot 3,;;° n’est fonction que de P(k) et de hy;

oo M .
) _ 1 P ki—d8;1—0in
Bi = P kZ=O ki(ky, — 0i) Pj (k) 1I=Il (14 (hj — 1)Tj] (4.32)

et est donc connu. Cette quantité correspond simplement au nombre moyen de noeuds
de type n qui seront infectés directement par un noeud de type j, lui-méme infecté par
un noeud de type 7 (i.e. degré occupé excédant moyen).

Il est donc possible d’obtenir le nombre moyen d’infectés en présence d’une compo-
sante géante sans devoir obtenir préalablement la distribution de probabilité générée
par K (x; T), ce qui peut correspondre & une importante économie de temps de calcul®.
De plus, soulignons que (4.30)—(4.32) sont les versions généralisées a toutes valeurs de
T de (3.12)(3.14). Ainsi, (5;), E’E? et —55;) retombent sur leur quantité associée —

0 4+ a0 : : S P
(8i), ;7 et (J;;7 — sous le seuil de percolation puisqu’alors h;; =1 et P = 0.

4.2.4 Composition de la composante géante

Ala §4.2.2, nous avons interprété 711_] comme étant la probabilité qu'un lien de type
1 — 7 ne mene pas a la composante géante. De facon analogue, nous pouvons interpréter
}(—li_j comme étant la probabilité qu'un noeud de type i ne soit pas infecté par un noeud
de type j lors d’une épidémie’. Ainsi, G; (<h-,, TT) nous donne la probabilité qu'un noeud
choisi au hasard parmi tous les noeuds de type 7 ne fasse pas partie de la composante
géante (i.e. de CGC (J CGS). En pondérant par w;, nous obtenons directement la partie
de la composante géante occupée par des noeuds de type ¢

S, = wi1 = Gi(hs; TH]. (4.33)

611 serait également possible d’obtenir une équation de récurrence pour les deuxitines moments de
K(x;T) évalués a @ = 1 et ainsi, a aide de (2.6), obtenir la variance associée.

7Autrement dit, ;1—,3 est la probabilité qu'un lien de type j — 7 ne lie pas le noeud de type i a
la composante géante. Ce lien powrait transmettre la maladie mais uniquement lorsque celle-ci est

limitée a une composante de taille finie.
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Ceci est cohérent avec I'expression (4.28), considérant que Zi\il S =S.

4.3 Validation

Il est coutume en théorie des réseaux de confronter les prédictions d’un formalisme
nouvellement introduit aux résultats obtenus a I'aide de simulations numériques. Typi-
quement, ces simulations consistent en la génération de réseaux répondant aux criteres
prescrits par le modele en question et d’en mesurer les différentes propriétés pour fins
de comparaison. Nous présentons donc en détail les parametres des réseaux qui ont été
utilisés et confirmons les prédictions théoriques de notre modele en les comparant aux
résultats des simulations numériques.

4.3.1 Simulations numériques

Dans la §1.2.1, il a été mentionné que la plupart des réseaux réels possedent une
distribution de degrés tres asymétrique que plusieurs chercheurs ont associée a une
loi de puissance. Nous avons donc choisi pour illustrer et valider notre formalisme un
ensemble de réseaux dont la distribution de degrés entre les individus est precrite par
une loi de puissance que nous avons atténuée a I’'aide d’une exponentielle®. Comme nous
ne connaissions pas de tendance générale concernant la distribution des liens entre les
différentes catégories de noeuds, nous avons opté pour une simple distribution aléatoire
indépendante du degré total du noeud; la probabilité quun lien d’un noeud de type i
soit relié & un noeud de type j étant donnée par p;;. Ainsi, nous avons utilisé?

Pi(ky, ko) = (ky + ky)~ie”(itha)/m (kl - k2> ki, ko

D 4.34
I iai (efl/m) kl P Piz ( )
avec les parametres

1 8 0.7 0.3

@ R gl PT 04 06

8La loi de puissance amortie d'une exponentielle est une distribution théorique fréquemment utilisée
pour valider les modeéles, notamment puisque la présence de cette coupure assure l'existence d’un seuil
épidémique (ce qui n’est, pas nécessairement le cas pour la loi de puissance pure).
9Afin de préserver la normalisation, nous avons imposé la contrainte supplémentaire Zyil Dij =
1Vi. .
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Le facteur de normalisation de (4.34), Li, (z), correspond au aieme polylogarithme de
z [2] et est défini comme suit

qui possede la propriété suivante

OLin(2) 1.
o~ (e (43

Puisque 'introduction d’une transmissibilité hétérogéne induit généralement une asy-
métrie entre la probabilité d’une épidémie et sa taille relative (i.e. P # S), nous avons
utilisé la matrice de transmissibilité suivante

0.95 0.99
=0 1|

ol v est un parametre permettant de varier la transmissibilité de la maladie tout en
préservant cette asymétrie. L’annexe B.2 donne le détail de ’algorithme de simulation.

Expressions analytiques

Nous calculons maintenant les expressions analytiques pour différentes quantités de
notre formalisme. Pour (;(x1, zo; T), nous avons

2

o) k' + k —aie—(k1+k2)/l~ii k + k &
Gi(x1, 29, T) = Z = LIQ) (e=1/m) ’ ( 1 2) Pit Pis H - 1)Til}
k1+k2>0 ai \€ =1
e L k k—ky
= Z m Z (kl) [pil(l + (21 — 1)ﬂ1)] [sz(l + (22 — 1)Th )]
k=1 ™ k1=0

Li,, (6_1/'“ [Pil(l + (21— 1)T) + pio(1 + (22 — 1)ﬂ2)])
Lig, (e=1/%) '

En utilisant (4.35), nous obtenons directement

pijLia, 1 (¢7/%)
Li,, (e71/%)

(4.36)

Zij—T Zz]_r[‘u

et

Lig, -1 (7% [pjn(1+ (21 = \)Tj1) + pja(1 + (22 — DTj2)])

Fyj(z1, 20, T) =
i1, 72 T) [ (1 + (21 — D)T) + pja(l + (wo — 1)Tjo)] Lig,—1 (e71/™)
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N

A Taide de (3.3), (4.36) et des parametres numériques donnés ci-haut, nous obtenons
o~ 2.4552 1.0522 | w ~ 0.4053 0
T 1 0.7170 1.0755 | - 0 0.5947 |~
Finalement, en utilisant (3.14) et (4.36) nous avons que

Lia, -1 (e71/m)
ce qui permet de résoudre (3.15) et d’obtenir la valeur critique du parametre
Y. =~ 0.1834

marquant le seuil de percolation du réseau et donc 'apparition de la composante géante.

Résultats

Lors des simulations numériques, nous avons généré un enscmble de 2000 réseaux
de taille relativement grande (N = 10°) respectant la distribution de degrés (4.34)
sur lesquels nous avons simulé la propagation d’une maladie. La figure 4.2 compare la
distribution du nombre d’infectés pour y = 0.1 prédites par (3.10) avec les résultats
obtenus des simulations numériques. Nous y constatons une tres bonne correspondance
entre les deux. Notons que les résultats numériques sont le résultat de processus stochas-
tiques non-corrélés et convergent donc comme l'inverse de la racine carrée du nombre de
réalisations effectuées. Pour v = 0.1, un total de 3.1 x 10® simulations ont été effectuées.
Ainsi, nous nous attendons donc a une convergence jusqu’a une précision grossicrement
d’environ O(107°), ce qui est bel et bien observé. Afin de mieux montrer cet accord entre
les prédictions théoriques et les résultats numériques, la figure 4.3 présente les distribu-
tions du nombre d’infectés d’un type indépendamment du nombre d’infectés de 'autre
type'® pour v = 0.1 et v = 0.5. Pour 7 = 0.5, nous avons effectué un total de 1.68 x 107
simulations et nous attendons donc & ce que 'accord soit grossierement de l'ordre de
107, Cette figure permet de constater que notre modele prédit tres précisément le
comportement obtenu par simulations pour ce qui est des petites composantes autant
en-dessous qu’au-dessus du scuil de percolation. La figure 4.4 compare les valeurs de
(s1), (s2) et (s) = (s1)+ (s2) pour des valeurs de 7y entre 0 et 1 obtenues par simulations
a celles prédites par (4.30). Nous y voyons d'une part que le nombre moyen d’infectés
diverge bel et bien & la valeur prédite par (; = 0 et d’autre part que (4.30) prédit

10]] s’agit simplement de la projection des matrices telles que celles montrées a la figure 4.2 sur 'un

ou l'autre d’un de leurs axes, i.e. K(1,22;T) ou K(z1,1;T).
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Noeuds de type 1 infectés
Nocuds de type 1 infectés

(%]
[=3

10 20 30 40 50 10 20 30 40 50

Noeuds de type 2 infectés Noeuds de type 2 infectés
(a) Prédictions théorigues (b) Résultats nunériques

F1G. 4.2 - Distribution de la probabilité jointe du nombre
d’individus infectés suite a I'infection dvn individu choisi au ha-
sard dans le réseau. La distribution prédite par (3.10) est montrée
a gauche tandis que les résultats des simulations numdériques sont
montrés & droite. La carte des coulenrs correspond a une échelle lo-
garithmique et est identique pour chacune des deux distributions.

correctement le comportement de {s;), {s2) et (s) sauf a I'approche de v, ot le forma-
lisme surestime le nombre moyen d'individus infectés. Il s’agit d’'un effet di & la taille
finic des réscaux utilisés qui sera diseuté a la §4.3.2. Finalement, nous avons mesiuré
numdériquennent P, 81, S et § pour plusieurs valeurs de v cutre 0 et 1 afin de vérifier
que celles-ci comcident Del et bien avec les valeurs prédites par (4.25), (4.27) et (4.33).
La figure 4.5 montre ici aussi un accord trés précis entre les prédictions théoriques et
I'expérience sauf a 'approche de ~,. (voir encadré). 11 s’agit 1a aussi d'un effet de la taille
finie du systeme qui sera traité a la §4.3.2.

Autre exemple

Le lecteur attentif aura peut-étre remarqué quelque chose de particulier & propos des
réseaux utilisés précédemment : F;(2; T) est indépendant de i ! En effet, notre choix de
distribution de degrés fait en sorte que la distribution de degrés occupés excédants est
indépendante du tyvpe du noeud par lequel nous sommes arrivés. Ceci simplifie signifi-
cativement plusicurs ¢quations de notre modcle lorsqu’appliquées a ce cas particulicr.
Toutefois, cela ne sabote en rien la démonstration de la validité de notre formalisme
faite précédemment puisqu’en aucun moment lors de son élaboration nous avons sup-
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k‘ w ——Noeuds de type 1 (3 = 0.10, théo.)
. ¥ == =Noeuds de type 2 (3 = 0.10, théo.)
107 " Noeuds de type 1 (8= 0.10, num.)| ]
& > Noeuds de type 2 (8 = 0.10, num.)
107 e - Noeuds de type 1 (3 = 0.50, théo.)| |
g \ <1 - = Noeuds de type 2 (3 = 0.50, théo.)
§ YONG s o Noeuds de type 1 (8 = 0.50, num.)
E 107 g ¥ | © Noeuds de type 2 (8 = 0.50, num.)
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10°k ; -
1 N 1 >
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Nombre de noeuds infectés

I'16. 4.3 - Distributions de la probabilité du nombre d’in-
fectés d’un type donné indépendamment. du nombres d'infectés de
lautre type. Les lignes indiquent les prédictions obtenues en projet-
tant le résultat de (3.10) sur I'un ou 'autre des axes (i.e. K(x,1;T)
pour les types 1 et K(1,.4; T) pour les types 2). Les symboles corres-
poudeiit & ces mémes quantités wais obtenues a laide des simulations
numériques. Un agrandissement du début des distributions est montré
dans l'encadré.

posé une telle indépendance. Afin d’en persuader le lecteur, nous avons refait certaines
de nos simulations mais en utilisant une distribution de degrés qui n'aura pas cette
particularité :

llrlc)-/u//p,/
Pi(ky, ko) H
15 2 Lla l/h,/)
avec les paramctres suivant

3 2.5 0.8 06 | 0.1 0.55

2151 "7 104 02| “ 103 045

La fonction générairice associée a la distribution de degrés occupés devient alors

2 . _
, Lia, (¢ ( i [1 (z; — 1)T3))
(Ii(m:’T) - H ((,~1//‘,I)
=1
d’ou on calcule aisément

—1/ki )

H Ll g (¢
=1 Lia, (€ —I/ml)
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d
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—(s) (théo.) ?:

===(s;) (théo.) o

== (s2) (théo) i
10F & (s) (num) = 1
o (s1) (num.) :‘:. . {

(s2) (num.)
===, (theo.)

FiG. 4.4 - Comparaison du nombre moyen d’infectés prédit
par (3.12) avec les résultats des simulations numériques pour
différentes valeurs de ~. Seules les valeurs de 7 entre 0 et 0.5 sont
montrées pour mettre en évidence le comportement autour du point
de percolation mais Paccord avee les prédictions est vérifié pour tout
I'intervalle [0,1].

De méme, Ij;(x; T) prend alors la forme

1 2 Lia,-s, (rf Uwii [1 + (o _'1)7}[])

Fij(x;T) = - -
(@ T) L+ (2 = 1T, L=1 Liay,—s, ((:AIMI!)

ce qui nous permet d’ohtenir
Z Li . ( ,—I,/r-:,:)
j(n) o aji—0i =8 \© ’ 5
3 = I I — 5
Hij . 1/r. in
L](l][_fsd (E /K'[)

1=1

d’ott il est possible de déterminer a l'aide de (3.15) que les parametres de cet exemple se
situcnt sous le scuil épidémique. Les simulations ont été faites sur des réscaux de plus
petites tailles (N = 1000) afin de diminuer le temps de calcul et aussi de montrer que
certaines des prédictions de notre formalisme restent valides pour de petits réseaux (voir
§4.3.2). La figure 4.6 montre les distributions du nombre d’infectés de chacun des types
(indépendamment. du nombre d’infectés de I'autre type) obtenues par simulations et les
compare & celles prédites par (3.10). Prés de 7 x 10® simulations ont été effectuces : les
résultats numériques devraienut donc ¢tre précis jusqu’a grossierement environ O(107?).
Nous v constatons un excellent accord avec les prédicitons de notre modele.
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Fia. 4.5 - Comparaison des valeurs de P, S, S| et S; prédites
par (4.25), (4.27) et (4.33) avec les résultats des simulations
numériques pour différentes valeurs de ~. L'encadré est un
agrandissement du graphique autour du point de percolation.

4.3.2 La taille de 'infini

Nous avous vu a waintes reprises qu'il [ut fort utile de considérer des réscaux de
taille infinie pour développer notre formalisme. Il est toutefois clair qu’aucun réseau réel
n'aura une telle taille. Ainsi, nous pouvons nous interroger sur le régime d’application
de notre formalisme, i.e. a partir de quelle taille les effets de la taille finie ne seront-ils
plus négligeables 7 La réponse a cette question varie selon les quantités considérées.

Seuil de percolation : Noél ef al. [57] ont démontr¢ que la taille finie fait dis-
paraitre la singularité au point de percolation. Ainsi, cette valeur correspond
encore au point ol une composante commence a occuper une fraction importante
du réseau, mais cette transition n’est plus soudaine et se fait de fagon continue.

Petites composantes : dans un régime suffisamment loin du seuil de percolation,
les petites composantes ont une taille finie généralenient petite par rapport a la
taille du réscau ct notre formalisuie prédit correctement leur taille (voir la figure
4.7 ot N = 10%). Toutefois, autour du seuil, les petites composantes dont la taille
moyenne devrait alors diverger seront limitées par la taille finie du réseau (voir
figure 4.4 ot N = 10°) et notre formalisme surestime alors leur taille.

Composante géante : le fait que le réseau ait une taille finie implique que la
composante géante, formellement de taille infinie, est aussi de taille finie. Ainsi,
autour du seuil de percolation. certaines petites composantes auront une taille



Chapitre 4. Vers une transmissibilité hétérogene (partie 2) 67

10 T T T T T T
—Noeuds de type 1 (théo.)
10" - --Noeuds de type 2 (théo.)| A
£ Noeuds de type 1 (num.)

o Noeuds de type 2 (num.)
w107 4
z |
: |
2107
25

10k
107 o, o
1 1 1 L 1 I VUMY

Nombre de noeuds infectés

F1G. 4.6 — Comparaison des distributions de la probabi-
lité du nombre d’infectés d’un type donné indépendamment
du nombres d'infectés de l'autre type aux résultats de simulations
numériques effectuées sur des réseaux de 1000 noeuds.

similaire a celle prédite pour la composante géante et il sera difficile de distinguer
ces deux quantités 'une de I'autre. Ceci aura pour effet que 'analyse des résultats
numériques surestimera les véritables valeurs comme a la figure 4.5. De plus, au
fur ot & mesure que la transmissibilité augimente, la progression de la maladie
est limitée par la taille finic puisque des liens qui devraient infecter de nonveaux
noeuds dans un réseau infini meéneront, dans un résean fini, vers des noeuds déja
infectés qui ne peuvent étre infectés plus d'une fois. Ainsi, notre formalisme sur-
esimera les quantités associées a la composante géante. La figure 4.7 illustre cet
effet pour un réseau similaire a celui utilisé pour les figures 4.2-4.5 mais ol les
simulations ont été réalisées sur des réseaux de 1000 noends. Malgré tout, 'accord
avee le formalisme infini demenrre tout & fait acceptable.

4.3.3 Cas particulier

Finalement, nous montrons que notre formalisme retombe sur les expressious thco-
riques counues pour les réseaux bipartis 44, 50]. Rappelons que ces réseaux possedent
deux types de noeuds mais que les liens ne peuvent exister qu’entre deux types différents.

Ainsi, nous imposons la contrainte suivante

Pi(ki. ko) =0V k; #£0 S (4.37)
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Fig. 4.7 - Illustration des différences entre les prédictions
pour P et S et les résultats numériques dues a la taille finie
des réseaux.

qui implique gue
i

wm=0 Tu=0 69 =0 82=0 of =0

et que Fy;(ry, x9; T) et Hy(xy, 45 T) ne sont pas définies puisque ces fonctions considerent
une situation (i.e. un lien i — i) impossible dans les réseaux bipartis''. A l'aide de
(3.13), nous obtenons directement le critere de percolation des réseanx hipartis

" (1) H(2
.[7]27721,(31‘2)/521) =]

ce qui correspond a l'équation (2) de [44] et l'équation (54) de [50]. Le formalisme
utilisé par ces deux auteurs s’intéressent au nombre moyen d’infectés considérant gue
le patient zéro est d'un type donné ce qui nécessite donc de modifier légérement (3.10)

K’,' (9171 R T) = ,‘),‘7:(:7' ([[7'1 (.L’] L9l T) II,;Q (.’If[ , Loy T) T) (458)

pour obtenir la fonction générant la distribution du nombre d’infectés causés par un
patient zéro de type i. Le nombre moyen de noeuds de type 1 ainsi infectés est donné

par

; (1
(5’]) =1+ 7}3212(}:12)

U Notre formalisine reste toutefois solide face & cette indétermination puisque le coefficient devant
I'un ou l'autre de ces objets sera toujours nul lorsquutilisé dans G;(xy, x2: T) ou Fjj(xy, 0. T) étant
donné (4.37).
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\ 1 .
ou a§2> est solution de

1
0‘12 = T21612 Ofél)

1
a21) =1+ Tl2ﬁ21 agz)

obtenues de (3.13). Ainsi, nous obtenons

Ti2Ty 212/5%)
1 — Ty T3 85 69

(s1) =1+

ce qui correspond & ’équation (1) de [44] et a I'équation (53) de [50]. 1l est également
possible de retrouver les équations pour la composante géante obtenues dans [44] en
posant xo = 1 dans (3.9) et (4.38) et en considérant les contraintes citées ci-haut.
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Conclusions et perspectives

La modélisation mathématique est de plus en plus utilisée en épidémiologie comme
un outil supplémentaire d’aide a la décision en matiére de santé publique. En per-
mettant la simnlation de la propagation de maladies infectieuses dans une population,
elle permet I'analyse systématique de différentes stratégies pour contrer ou prévenir des
épidémies de maladies infectieuses en fonction de différentes contraintes. En retour, ceci
permet aux autorités concernées d’optimiser leurs plans d urgence ou leurs programmes
de prévention de manieére a minimiser les couts humains et économiques entrainés par de
telles épidémies. Parmi les différentes approches, I’épidémiologie par réseaux de contacts
est un modele analytique tres puissant qui, en plus de prédire et quantifier I'issue finale
d’une épidémie, offre une meilleure compréhension de la dynamique sous-jacente a la
propagation de maladies infectieuses via la perspective des réseaux de contacts. Etant a
ses premiers balbutiements, cette approche est encore basée sur des hypotheses simpli-
ficatrices qui limitent les catégories de maladies infectieuses pouvant étre adéquatement
modélisées. 11 est donc nécessaire que des efforts soient déployés pour complexifier les
modeles afin de les rendre toujours plus réalistes.

Pour permettre I’élaboration des premiers formalismes, il a été supposé que la proba-
bilité de transmission de la maladie puisse varier d'une paire d’individus & I'autre selon
une distribution donnée, en autant qu’il n’y ait aucune corrélation entre ces différentes
valeurs (hypothese iid). Cette hypotheése a pour conséquences qu’au niveau de la popu-
lation, I’état final de I’épidémie est équivalent & celui out la probabilité de transmission
est, pour chaque paire d’individus, égale a la moyenne de cette méme distribution. Cette
équivalence permit Pélaboration des modeles de percolation actuels ou la probabilité
de transmission n’est prescrite que par cette seule valeur movenne nommeée la trans-
missibilité. Or, cette hypothese restreint le nombre de maladies infectieuses pouvant
étre adéquatement modélisées. En effet, les caracteres génétiques ou comportementaux
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des individus influencent significativement la probabilité de transmission de plusieurs
maladies infectieuses. Il est donc nécessaire que les futurs modeles prennent en compte
ces corrélations pour étre davantage réalistes.

En réponse a cette problématique, nous avons développé un nouveau formalisme! qui
permet de distinguer les noeuds du réseau en différentes catégories. Cet ajout qualitatif
permet de connaltre qui est qui et donc qui infecte qui. Ainsi, en séparant la population
en catégories selon les divers caracteres influencant la probabilité de transmission, il
nous est possible d’utiliser la transmissibilité appropriée et donc de tenir compte des
corrélations présentées ci-haut. Notons que la probabilité de transmission peut varier
entre les différentes paires d’individus d’un méme type de transmission (i.e. d’'un noeud
de type 7 & un noeud d'un type j) mais que celle-ci doit varier selon les restrictions de
Phypothese #id. En d’autres termes, nous avons élaboré un formalisme permettant de
factoriser la population en différentes catégories de sorte que 'hypotheése iid, nécessaire
a I'élaboration des modeles de percolation, puisse étre utilisée.

L’incorporation de I’hétérogénéité de la transmissibilité dans les modeles épidémio-
logiques est une quéte relativement récente. Quelques modeles ont été suggérés mais
aucun n’a encore su faire concensus au sein de la communauté scientifique. L’approche
que nous présentons permet d’obtenir plusieurs quantités d’intérét épidémiologique cou-
rantes : la distribution du nombre d’individus infectés (générée par K (z;T)) et les mo-
ments associés, le seuil épidémique (donné par ¢y, = 0), la probabilité qu’il y ait une
épidémie (P) de méme que sa composition (&;). De plus, notre modele possede 'avan-
tage que I'hétérogénéité de la transmissibilité y est explicite. Cela permet d’une part
de voir directement son effet sur la dynamique de la propagation?, mais aussi d’offrir
des prédictions plus détaillées. En effet, le fait de distinguer les noeuds en différentes
catégories permet de connaitre le nombre d’individus infectés pour chacun des types. 11
en résulte la possibilité d’effectuer des analyses épidémiologiques beaucoup plus précises
et adaptées aux besoins réels en termes de santé publique®.

Par contre, bien que notre formalisme ait été développé pour un nombre arbitraire de

Rappelons que bien que I’épidémiologic ait été la motivation premiére de ce travail, le formalisme
que nous avons développé est un modele de percolation on la probabilité d’occupation des liens est
hétérogene. A cet égard, notre modele peut étre utilisé dans une foule d’autres contextes.

2En effet, lexplicitation de Ihétérogénéité de la transmissibilité permet une interprétation en termes
de réseaux semi-dirigés de la percolation de liens de réseaux complexes initialement non-dirigés. Ceci
offre une vision plus générale du concept de composante géante qui permet, entre autres, de mettre en
évidence et d’expliquer le fait que S # P.

3Par exemple. notrc approche pourrait permettre d’étudier I'effet d’une méthode de prévention
déployée dans I'ensemble de la population sur les travailleurs de la santé. Il serait également possible
d’étudier I'effet, de la vaccination contre 'influenza des étudiants d’age primaire sur l'incidence de la

maladie chez les personnes agées.
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catégories (M), le temps de calcul nécessaire a I'obtention de la distribution du nombre
d’individus infectés (K (x; T)) peut devenir considérable. Celui-ci croit tres rapidement
avec le nombre de type de noeuds, ce qui peut rendre notre formalisme peu pratique
lorsqu'il y a plusieurs types de noeuds ou lorsque les distributions de degrés sont larges?.
Pour contourner ce probleme, nous avons développé des équations de récurrence qui per-
mettent de calculer rapidement les valeurs moyennes® de cette distribution sans ’avoir
préalablement obtenue. Il est donc possible d’obtenir en quelques minutes suffisamment
d’information (i.e. (s;), P et S;) pour sonder I'issue d’une situation épidémiologique
donnée. Lorsque les parametres optimaux sont ainsi établis, rien n’empéche alors de
lancer le calcul pour obtenir K (z;T) et ainsi avoir encore plus d’information. Bien en-
tendu, celle-ci est obtenue dans une fraction du temps qu’aurait nécessité son obtention
a l'aide de simulations numériques massives.

Les réseaux de contacts réels sont des structures trés complexes dont les connexions
évoluent dans le temps et sont établies selon un ensemble de régles arbitraires. Ainsi,
bien que nous ayons démontré l'exactitude théorique de notre formalisme en comparant
avantageusement ses prédictions aux résultats de simulations numériques, il est impor-
tant de rappeler que notre modcle ne reste quune approzimation de la réalité. Les
réseaux de contacts réels possedent une foule de propriétés topologiques dont certaines
influencent significativement la dynamique de la propagation des maladies infectieuses.
Tel que mentionné précédemment, il est important que des efforts soient déployés pour
que les modeles reproduisent le plus fidelement possible la complexité de cette dyna-
mique ; leur utilité en épidémiolgie s’en verrait alors maximisée. Les modeles précédents
présentés au chapitre 2 tiennent compte de U'effet Small WorldS et du fait que les dis-
tributions de degrés sont hautement asymétriques. Suite & notre contribution, il est
désormais possible d’étiqueter les nocuds du réseau et d’utiliser une transmissibilité
hétérogene. Bien qu’il s'agisse 1a d'une avancée qualitative significative, les prochains
modeles devraient étre en mesure d’incorporer des propriétés structurelles telles que
I'effet de regroupement (i.e. les amis de mes amis sont mes amis) et la présence de
communautés & caractere social (e.g. race, religion, age, sexe) ou circonstanciel (e.g. lieu
de travail, voisinage, école, hépitaux). Il serait également intéressant que les modeles
puissent non seulement décrire 1’évolution temporelle de la propagation des maladies,
mais aussi 'évolution temporelle de la structure des réseaux eux-meémes. Une évolution
temporelle conjointe de la propagation de la maladie et du réseau permetttrait une

4En effet, le caleul de K (z; T) pour la premiére distribution de degrés utilisée a la §4.3 a nécessité
un calcul d’environ 24 heures puisque cette distribution est relativement large et nécessite 1'utilisation
de matrices de 120 x 100 éléments.

511 est également possible d’obtenir une équation de récurrence pour la deuxiéme dérivée de K{(x;T)
et ainsi d’obtenir la variance de la distribution.

61 effet, Small World est présent dans tout réseau dont les connexions sont. établies aléatoirement,

ce qui est le cas ici.
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implémentation en temps réel des stratégies d’intervention lors d'une épidémie’. De
plus, mentionnons que les modeles actuels sont développés en considérant des réseaux
de contacts infinis. Il va de soi qu’'aucun réseau de contacts réel ne possede une telle
taille et, malgré que leurs prédictions restent relativement valides pour des réseaux aussi
petits que 1000 noeuds, il serait pertinent que les modeles futurs puissent tenir compte
de la taille finie des systémes réels. -

Finalement, il est important de souligner que la validité de la modélisation mathé-
matique en épidémiologie repose sur la capacité a obtenir des données représentatives
des situations réelles. En effet, quelle valeur peut-on donner & des conclusions obte-
nues a partir de données qui ne représentent pas la réalité? Méme les modeles les
plus réalistes se verront relégués au titre de jouets mathématiques® s’il est impossible
de fournir a ces modeles les parametres nécessaires.-Par contre, le besoin de compi-
ler de telles données ne s’étant jamais manifesté, celles-ci sont généralement difficiles
a trouver, incompletes voire inexistantes. L'importance d'une collaboration entre les
modélisateurs (e.g. mathématiciens, physiciens) et les gens de la santé publique (e.g.
épidémiologistes, microbiologistes, statisticiens) est alors manifeste. D’une part, elle
permet une éducation mutuelle entre ces deux groupes. Les modélisateurs peuvent ainsi
faire la promotion des différents modeles, démontrer leur utilité, de sorte qu’ils puissent
étre utilisés a leur plein potentiel. Ils ont aussi l'opportunité de sensibiliser les gens
de la santé publique & la nécessité de rechercher des données réalistes et fiables pour
nourrir les modeles. Inversement, les gens de la santé publique peuvent informer les
modélisateurs des besoins en santé publique de sorte que les futurs modeles puissent
vy répondre. D’autre part, au fil de sa progression et de ses accomplissements, cette
collaboration permet de démontrer la pertinence de la modélisation mathématique en
épidémiologie aux autorités de la santé publique et aux organismes subventionnaires
qui, jusqu’a tout récemment, regardaient cctte discipline d’un oeil sceptique. Une telle
synergie assurera la continuation de ce domaine de recherche et ultimement contribuera
a 'amélioration de la santé publique.

"Par exemple, alors que la maladie progresse au sein de la population, il serait possible de mesurer
I'impact qu’auraient des mises en quarantaine ou la fermeture de lieux publics.

8Notons toutefois que I'intérét premier du théoricien réside habituellement dans 1'étude théorique
de ces jouets. Le fait qu’ils contribuent & amélioration de la santé publique n’est qu’une douceur

supplémentaire.
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Annexe A

Synthése du formalisme

Cette annexe résume les concepts de base ainsi que les résultats principaux de notre

formalisme.

Quantités de base

Le tableau A.1 présente les quantités de base de notre formalisme. Ces quantités

sont typiquement imposées par le probleme a modéliser.

Quantité Définition

N Nombre de noeuds dans le réseau. Notre formalisme esl développé dans la limite N — oo,
mais comme il a été expliqué a la §4.3, plusieurs prédictions de notre formalisme restent
suffisarmment précises pour des réscaux ou N = 1000.

M Nombre de types de noeuds dans le réseau.

w; Fraction du réseau occupée par les noeuds de type 1.

Pi(k) Distribution de degrés des noeuds de type 7 (k; liens vers les noeuds de type 1, k2 liens

vers les noeuds de type 2, etc.).

T Matrice de transmissibilité. Les éléments Ty; de cette matrice indique la probabilité de

transmission d’un noeud infecté de type 7 a un nocud susceptible de type j. Ces éléments
peuvent aussi étre vus comme la probabilité d’occupation des liens dans la direction i — 5
dans un langage de percolation de liens.

TAB. A.1 — Quantités de base du formalisme.
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Contrainte

Les quantités P;(k) et w; sont reliées I'une a lautre par la relation (voir le tableau
A2 pour la signification de z;)

wz = (wz)!

ou
whq 0 . 0 211 212 ... Z1M
0 we 0 Zo1  Zo2 Zam
w = ; z = .
0 0 Lo Wy M1 O RAM2 - ZMM

Cette contrainte demande en fait qu’il y ait autant de liens non-dirigés allant d'un
noeud de type 7 & un noeud de type j que de liens non-dirigés allant d'un noeud de type
J a un noeud de type i. Ceci assure la fermeture (i.e. la cohérence) du réseau. Cette
contrainte correspond généralement a un systéme linéaire d’équations surdéterminé, ce
qui implique que P;(k) et w; doivent étre fixés a priori afin de la respecter.

Seuil de percolation

Nous conjecturons que la taille moyenne de la petite composante atteinte en choi-
sissant un noeud au hasard diverge selon

M
() =D {s:) ~ Gt

i=1
ou (y est un polynome formé des éléments de T ayant des coefficients qui dépendent
uniquement de la structure du réseau. (py = 0 correspond a une hypersurface dans
un espace M? dimensionnel dont la base cst formée par les éléments de la matrice de
transmissibilité T. Cette hypersurface définit le seuil de percolation du réseau (point
ou la composante géante apparait). En language épidémiologique, (p; = 0 définit, pour
une structure sociale P;(k) donnée, 'ensemble des transmissibilités critiques marquant
le début d’un risque d’épidémie a grande échelle puisque tout scénario se situant a
Uextérieur de cette hypersurface possédera une composante géante.

Formalisme

Le tableau A.2 résume les quantités importantes de notre formalisme.




Quantité Définition Définition mathématique # éq
G;(x;T) Fonction générant la distribution de degrés occupés. Gi(z;T) =Y poy Pi(k) ljvil 1+ (z - I)Til]kl (3.5)
%5 Nombre moyen de liens partant d'un noeud de type 72 a un 2z = %%J— (3.1)
noeud de type j.
Zi Nombre moyen de liens occupés partant d'un noeud de type 7 iy = ‘ZG(’+T) (3.6)
a un noeud de type j. ’
Fij(x; T)  Fonction générant la distribution de degrés excédants occupés. Fij(z;T) = %ﬁﬁ—’r) (3.8)
H;;j(x:T) Fonction générant la distribution de la taille de la composante Hi;(x; T) = z; F;; (H;(z; T); T) (3.9)
atteinte en suivant un lien de type i — j.
K(x;T)  Fonction générant la distribution de la taille de la comnposante K(z;T) = 25 Zi\z[l w;2;Gi (H;(z; T); T) (3.10)
atteinte a partir d’'un noeud choisi au hasard.
— — —
hij Probabilité qu'un lien ¢ — j occupé ne méne pas a la compo- hiy = Fyj (hj; T) (4.24)
sanle géante.
—
P Probabilité qu'un noeud choisi au hasard mene & la composante P=1- Z,Ai1 w;G; (hi; T) (4.25)
géante.
i k4 3 . . . — «—
hij Probabilité qu'un lien de type 5 — ¢ ne lie pas le noeud de hi; = Fy (hj;TT) (4.26)
type 7 a la composante géante. “
—
S, Taille relative du réseau occupée par des noeuds de type i@ Si = w;[1 - Gi(hs; TT)] (4.33)
faisant partie de la composante géante.
5 —
Hfl,) Nombre moyen de noeuds de type [ présents dans la compo- = F(hy; T)8 + M, Tjnﬁﬁ;”a’;_‘g (4.31)
sante atteinte en suivant un lien de type ¢ — j.
. s en h_:';T P 7
(53) Nombre moyen de noeuds de type 4 présents dans la compo- IE‘P ) + ﬁ Z,Ail w; Z?il j’[jZ],jhj[a)l(j) (4.30)
sante atteinte a partir d’un noeud choisi au hasard.
. —(n dF;; | H;(1;T); T .
357) Degré excédant occupé moyen. ,[J_Ej) = T_}n %MJ(I—T—;—) (4.32)

TAB. A.2 — Synthése des différentes quantités présentes dans notre formalisme.
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Annexe B

Implémentation numérique

B.1 Mise en puissances de polyndomes par Trans-

formées de Fourier

Les modeles de percolation utilisant des fonctions génératrices présentés dans cet
ouvrage possedent des équations, transcendantes ou non, qui impliquent la multiplica-
tion ou la mise en puissances de polynémes a une ou plusieurs variables et de taille
arbitraire. Du point de vue numérique, la résolution directe de ces équations (i.e. ef-
fectuer les multiplications un terme a la fois) ne permet pas un algorithme général et
facilement réutilisable, en plus de nécessiter des temps de calcul d’ordre géologique.
Nous présentons dans cette section une méthode basée sur 'utilisation de la Fast Fou-
rier Transform (FFT) [63] qui permet de sauver plusieurs ordres de grandeur dans le
temps de calcul (i.e. le ramener a une échelle humaine) et ainsi le rendre tout a fait
acceptable dans un contexte d’utilisation en ¢pidémiologie.

Rappelons tout d’abord que les équations que nous avons a résoudre sont de la forme
générale suivante

flo, . am) = Z Phroens |1 (21, - - ,JTM)}]“ (T, ,l‘M)]kM (B.1)
ki, kng=0

Ol Pk, .k, €St un simple coefficient. Cette équation illustre, numériquement les bornes
supérieures sont bien entendu limitées a unc valeur finie, que la résolution directe de ce
genre d’équations peut nécessiter un temps de calcul excessivement long. Il faut donc

avoir recours a une autre approche.
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Pour illustrer la méthode que nous avons utilisée, considérons le cas M = 1 (i.e.
une seule variable). Le produit de deux polyndémes de méme variable, pour deux séries
absolument convergentes®, donne le résultat suivant par la régle du produit de Cauchy

A(z)B(z) = i ;7" i bz’
i=0 =0
= Z Z ajbi_j .’Ei
i=0 [j=0

o0

=3 [{ash < {ts}]+* (B.2)
ol les coefficients du polynéme résultant sont la convolution discréte (notée par *)
des coefficients des polynomes d’origine. Par récurrence, on peut aisément montrer que
ce résultat se généralise au produit d’un nombre arbitraire de polynémes. Autrement
dit, ce résultat nous indique que la distribution générée par un produit de fonctions
génératrices s’obtient par la convolution des distributions générées par ces fonctions.
En utilisant le théoreme de la convolution, nous voyons qu’il est possible d’obtenir le
polynoéme résultant du produit A(x)B(z) a I'aide de Transformées de Fourier Discretes
(notée par F et son inverse par F 1)

o]
i=0

A@)B(x) = Y |7 (F{agh) - F({6)) )|« (B.3)

1

ol - dénote la multiplication élément par élément?. Nous voyons que ce résultat peut se
généraliser au produit d’'un nombre arbitraire de fonctions qui peuvent étre élévées
a une quelconque puissance entiere. De plus, considérant A variables linéairement
indépendantes, il est possible de généraliser ce résultat a des valeurs arbitraires de
M pour résoudre des équations telles que (B.1).

I existe plusieurs algorithmes fiables permettant d’effectuer des convolutions discretes
telles dans (B.2). Toutefois, ceux-ci nécessitent généralement un temps de calcul pro-
portionnel & O(N?) (ot N est le nombre d’opérations a effectuer) ce qui, dans les cas qui
nous concernent, implique des temps de calcul encore trop longs. Toutefois, en utilisant
un algorithme FFT dans (B.3), le temps de calcul sera proportionnel & O(N log, N), ce
qui peut correspondre a une économie de temps de plusieurs ordres de grandeur. C’est
d’ailleurs cette approche que nous avons utilisée pour obtenir les prédictions théoriques
de la §4.3. Nous allons maintenant faire quelques remarques sur la résolution numeérique

IToutes les séries de puissances utilisées dans cet ouvrage convergent absolument.

2Dans ce contexte, la multiplication élément par élément correspond a la multiplication des éléments
associés a la méme fréquence discrete. Numériguement, nous obtenons un vecteur pour chaque Trans-
formée de Fourier ei multiplions les éléments possédant le méme indice dans leur vecteur respectif.
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des équations transcendantes présentes dans le modele de Newman, celui de Meyers et
al. et le notre.

Equations & une variable (Newman et Meyers)

Les équations transcendantes des modeles de Newman et Meyers et al. ne possedent
qu’une seule variable et se solutionuent en itérant respectivement les applications

Ho(z;T) = 2F (Hpo1(x; T); T)
et

HMv; Ty, Ty) = oF™ (1, Hy (03 Ty, T, HY (03 Ty, Ta); Ta, T)
H™(v; Ty, T,) = UFUH(L Hr (0 Ty, T, H (03 Ty, T, Td’T")

n—1

pour n > 1 jusqu’a la convergence vers un point fixe en utilisant les conditions intiales
Ho(a;T) = x; Hy' (v; Ty, Tu) = Hy™(v; Ta, Tu) = v.

La présence des variables x et v devant les fonctions F(:E;Tj, Fin (x,y,u;Td,Tu) et
Fun (a:, y,u; T, d,Tu) assurent la convergence de ces applications et donc I'existence d’un
point fixe. En effet, leur présence implique que la niéme itération ne modifiera que les
coefficients d’indice supérieur a n. Ainsi, il est possible de connaitre la valeur exacte
des n premiers coefficients en itérant 'application n 4 1 fois et puisque les distributions
générées par les fonctions génératrices utilisées dans cet ouvrage sont normalisées, il
sera, possible en principe d’obtenir exactement (i.e. jusqu’a la précision numérique de
lordinateur utilisé) la distribution en un nombre fini d’itérations. De plus, puisque tous
les termes impliqués sont positifs, que les distributions sont toutes normalisées et que
les opérations ne sont que des additions et des multiplications, nous sommes assurés
qu’avee les conditions initiales explicitées ci-haut, les distributions correspondant au
point fixe de ces applications seront aussi normalisées et que tous leurs termes seront
positifs.

Equations a plusieurs variables

Les mémes remarques s’appliquent aussi aux équations transcendantes présentes
dans notre modele et le détail de 'application a itérer est donné a la §3.3.3. La conver-
gence de P'application est ici aussi assurée par la présence de la variable z; devant la
fonction Fj;(x;T) et il faudra itérer I'application n + 1 fois pour connaitre exactement
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tous les coefficients dont la somme des indices est inférieure ou égale a n. Toutefois, une
petite fraction des n + 1 itérations est souvent suffisante pour obtenir les distributions
a une précision tout a fait acceptable et il n’est pas nécessaire d’effectuer chacune des
n + 1 itérations, une tache qui peut s’avérer fort longue.

B.2 Simulations numériques de la propagation de

maladies sur un réseau

A la §4.3, nous avons validé notre formalisme en comparant ses prédictions aux
résultats obtenus lors de simulations numériques. Nous présentons maintenant la procédure
que nous avons suivie pour obtenir ces résultats.

Considérant que nous voulons simuler la propagation d'une maladie, dont la matrice
de transmissibilité T est connue, sur des réseaux de IV noeuds divisés en M types dont
la distribution de degrés P;(k) et le vecteur de population w; sont aussi connus.

1. Générer une séquence de Nw; nombres aléatoires respectant la distribution de
degrés P;(k) prescrite pour chaque type de lien (i — j, il y en a M? au total).
Ces nombres peuvent étre générés en utilisant des méthodes de transformation
et/ou de rejet [63]. Ces séquences prescrivent le nombre de liens qui quitteront
les noeuds pour aller vers des noeuds des M types différents. Chaque élément de
ces séquences correspond donc au nombre de demi-liens émergeant d'un noeud.
Afin de respecter la contrainte (3.2), ces séquences doivent respecter les conditions
suivantes :

- la somme des degrés intra-type (é.e. © — #) doit étre paire;

- la somme des degrés inter-type de type i — j doit étre égale a la somme des
degrés de type j — 1.

Si l'une ou l'autre de ces conditions n'est pas respectée, recommencer 'étape 1.

2. Assembler aléatoirement par paire (i.e. les demi-liens de type 1 — j avec ceux
de type j — 1) tous les demi-liens disponibles. Les liens reliant un noeud avec
lui-méme ou les liens supplémentaires entre deux noeuds peuvent étre retirés en

utilisant un algorithme de reconnexion [42].

3. Choisir un noeud au hasard dans le réseau et le considérer comme étant infecté.

Laisser la maladie se propager avec une probabilité prescrite par T jusqu’a ce
propag p p .

qu’il n’y ait plus de noeuds a infecter. Noter le nombre d’infectés de chaque type.

4. Recommencer 'étape 3 autant de fois que nécessaire.

Recommencer les ¢tapes 1 a 3 jusqu’a convergence satisfaisante des résulats.
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Annexe C

Formule intégrale de Cauchy

Soit une fonction complexe f(z) analytique sur la courbe fermée I" et dans la région
R bornée par I'. Le théoréme intégral de Cauchy prescrit que

ﬁdz =27if(z) V2 €R

r<— 2
et a comme corollaire que
d"f(z)  n! ]{ /(z)
dz" 2mi Jr (2 — z)"H! ‘ 0 1)

Ayant obtenu p(z) par un quelconque raisonnement, I’évaluation des coefficients 1, se
fait a 'aide (2.4). En utilisant (C.1), nous obtenons directement que

1 z
- —% (plfﬂ)dz
s—0 2 Jr 2

ou I' doit étre choisi tel que ¢(z) soit analytique sur [" et dans la région délimitée par

1 d*p(z)
Vi = ko dzk

I". Pour les cas étudiés dans ce mémoire, ¢(z) est de facon générale une série infinie de

puissances

o) = 3 nsh

0

o]
k=

ot {4} correspond & une distribution de probabilités (i.e. >0 1k = D poo Vx| = 1).
Ainsi ¢(z) convergera uniformément et absolument dans une région certainement aussi
grande que |z| < 1. Puisque la précision numérique scra d’autant plus grande que la
région délimitée par T le sera (en n’incluant toutefois aucun pole de ¢(z)), le plus grand
contour qui respectera de fagon générale ces conditions sera le cercle unitaire |z| =1.



Annexe D

Preuve de la conjecture

Apres le dépét initial & la Faculté des Etudes Supérieures de ce mémoire, la preuve
de la conjecture de la section 3.3.4 a ¢té trouvée. L’équation (3.13) peut s’écrire sous la
forme matricielle

a? = Aa® + B;

ou
a(l) = [ag%l), agiQ)) e Oz%j, agil), C O‘g\i[)M]T, B; = [511', 62i, RN (51\,]1;, 612-7 521-’ . 7(5Mi]f
et
_Tll/jl(i) T12,3§21)) Tt Tu\/]/BlUlw) 0 - 0 T
0 0 - 0 Tupl) ... 0
Tllﬂéi) TIQ/BS? Tt ‘Tu\/]ﬁéi\/{) 0 AN 0
Lo 0 0 0 oo Tawp™
Nous avons alors directement que
; - CB;
@ - (1-A)'B; = ————
o= T (I-A)

ot I est la matrice identité et C est la matrice adjointe de I — A. Ainsi, a l'aide

de Péquation (3.12), nous voyons que (yy = det (I— A) et que tous les ozl(;-)

(s), divergent simultanément. De plus, ceci permet de montrer que la présence du

, et donc

terme inhomogene B; permet effectivement l'existence d’une solution non-triviale tel

que présumé dans la conjecture.



