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Résumé

La science des réseaux est notamment à la recherche de modèles mathématiques capables de
reproduire le comportement de systèmes complexes empiriques. Cependant, la représentation
usuelle, le graphe, est parfois inadéquate étant donné sa limitation à encoder uniquement les
relations par paires. De nombreux travaux récents suggèrent que l’utilisation de l’hypergraphe,
une généralisation décrivant les interactions d’ordre supérieur (plus de deux composantes),
permet d’expliquer des phénomènes auparavant incompris avec le graphe. Or, la structure
de ces réseaux complexes est rarement ou difficilement observée directement. De fait, on
mesure plutôt une quantité intermédiaire, comme la fréquence de chaque interaction, pour
ensuite reconstruire la structure originale. Bien que de nombreuses méthodes de reconstruction
de graphes aient été développées, peu d’approches permettent de retrouver les interactions
d’ordre supérieur d’un système complexe.

Dans ce mémoire, on développe une nouvelle approche de reconstruction pouvant déceler les
interactions connectant trois noeuds parmi des observations dyadiques bruitées. Basée sur l’in-
férence bayésienne, cette méthode génère la distribution des hypergraphes les plus plausibles
pour un jeu de données grâce à un algorithme de type Metropolis-Hastings-within-Gibbs, une
méthode de Monte-Carlo par chaînes de Markov. En vue d’évaluer la pertinence d’un modèle
d’interactions d’ordre supérieur pour des observations dyadiques, le modèle d’hypergraphe
développé est comparé à un second modèle bayésien supposant que la structure sous-jacente
est un graphe admettant deux types d’interactions par paires. Les résultats obtenus pour des
hypergraphes synthétiques et empiriques indiquent que la corrélation intrinsèque à la pro-
jection d’interactions d’ordre supérieur améliore le processus de reconstruction lorsque les
observations associées aux interactions dyadiques et triadiques sont semblables.
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Abstract

Network science is looking for mathematical models capable of reproducing the behavior of
empirical complex systems. However, the usual representation, the graph, is sometimes inad-
equate given its limitation to encode only pairwise relationships. Many recent works suggest
that the use of the hypergraph, a generalization describing higher-order interactions (more
than two components), allows to explain phenomena previously not understood with graphs.
However, the structure of these complex networks is seldom or hardly observed directly. In-
stead, we measure an intermediate quantity, such as the frequency of each interaction, and
then reconstruct the original structure. Although many graph reconstruction methods have
been developed, few approaches recover the higher-order interactions of a complex system.

In this thesis, we develop a new reconstruction approach which detects interactions connecting
three vertices among noisy dyadic observations. Based on Bayesian inference, this method
generates the distribution of the most plausible hypergraphs for a dataset using a Metropolis-
Hastings-within-Gibbs algorithm, a Markov chain Monte Carlo method. In order to evaluate
the relevance of a higher-order interaction model for dyadic observations, the developed hyper-
graph model is compared to a second Bayesian model assuming that the underlying structure
is a graph admitting two types of pairwise interactions. Results for synthetic and empirical
hypergraphs indicate that the intrinsic correlation to the projection of higher-order inter-
actions improves the reconstruction process when observations associated with dyadic and
triadic interactions are similar.
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Introduction

La science des réseaux occupe une place importante dans une grande variété de domaines.
Ceci est dû à l’outil mathématique fondamental dans ce domaine, le graphe, qui permet de re-
présenter abstraitement de quelconques relations (liens) entre des paires d’éléments (noeuds).
Grâce à cette universalité, ce type d’analyse systémique permet de traiter avec une même
méthodologie les interactions entre protéines [1], les réseaux trophiques [2], les réseaux so-
ciaux [3], la propagation de maladies infectieuses [4] ou encore le cerveau [5] pour en énumérer
que quelques exemples. En fait, cette interdisciplinarité de la science des réseaux est une de
ses principales forces : elle permet de combiner les connaissances de nombreux domaines.

Bien que cette modélisation soit puissante et polyvalente, la structure en graphe d’un système
ne peut parfois pas être observée directement. Par exemple, contrairement à un réseau de dis-
tribution électrique où les câbles qui relient les transformateurs sont visibles, la nourriture que
consomme une espèce d’animal peut difficilement être déterminée avec certitude [6]. Certaines
observations pourraient être manquantes ou d’autres pourraient être spécifiques à la zone où
elles ont été mesurées, ce qui rend difficile la généralisation des résultats.

L’inférence de la topologie des graphes, une branche de la science des réseaux, s’intéresse au
problème de déterminer la structure en graphe d’un système à partir de données incomplètes
ou incertaines. Trois sujets principaux sont à l’étude dans cette branche [7] : la prédiction
de liens, la tomographie de graphes et la prédiction de la présence ou de l’absence des liens
à partir d’observations. La prédiction de liens s’intéresse à détecter les faux positifs et les
faux négatifs parmi les interactions observées d’un graphe, soit une forme de validation des
observations [8, 9]. La tomographie de graphes prédit quels sont les liens et noeuds à l’intérieur
du « périmètre » observé. Par exemple, en supposant que le graphe soit un arbre duquel la
racine et les feuilles ont été observées, il est possible d’estimer quels sont les noeuds et liens
internes non observés à l’aide de différents modèles d’inférence. Cette approche permet entre
autres de déduire les noeuds et liens intermédiaires du réseau de connexions Internet [10, 11].
Enfin, la prédiction de l’existence ou de l’absence des liens à partir des observations, qu’on
nomme la reconstruction de graphes, permet de déterminer le graphe d’un système duquel on
ignore les interactions. C’est dans cette sous-division de l’inférence de la topologie des graphes
que s’inscrit ce mémoire.
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Une grande variété de méthodes de reconstruction de graphes ont vu le jour au cours des
dernières décennies [12]. Par exemple, ce problème a été exploré en biologie avec une forêt
d’arbres décisionnels [13], avec le coefficient de corrélation de Pearson appliqué sur des fenêtres
de séquences temporelles [14], avec des équations différentielles ordinaires [15] et avec un
modèle d’inférence bayésienne [16]. La recherche sur ce sujet n’est toutefois pas limitée à la
biologie : des méthodes ont été développées dans divers autres domaines comme en sciences
sociales [17] et en neurosciences [18]. De plus, des approches plus générales ont été proposées
afin de s’appliquer à une plus grande variété de données [9, 17, 19–22]. Ce domaine est en
constante évolution étant donné les difficultés qui y sont rattachées telles que le bruit dans
les données et la justesse de la modélisation des interactions [12].

Le graphe n’est cependant pas toujours un modèle adéquat. Fondamentalement, les liens per-
mettent uniquement d’encoder des relations par paires tandis que les composantes de certains
systèmes peuvent interagir via des groupes plus grands. Par exemple, dans un réseau de col-
laborations, un article scientifique n’est pas le fruit de collaborations dyadiques d’auteurs, il
s’agit plutôt d’un groupe d’individus qui ont travaillé collectivement sur un même projet. Afin
de modéliser ces interactions, il est nécessaire d’introduire les interactions d’ordre supérieur,
une généralisation du lien qui connecte plus de deux entités. Au cours des dernières années, il
est devenu clair que ces connexions en groupe jouent un rôle important en modélisation [23].
Elles permettent par exemple de mieux expliquer la dynamique corticale du cerveau [24], les
changements de phases « explosifs » [25], l’équilibre de la biodiversité d’un écosystème [26] et
la collaboration dans le jeu des biens publics [27].

Malgré l’importance de la reconstruction de graphes et l’importance des interactions d’ordre
supérieur, il existe à ce jour un nombre limité d’approches pour reconstruire la structure
d’ordre supérieur : par exemple, Roy-Pomerleau [28] reconstruit hiérarchiquement les inter-
actions d’ordre supérieur significatives à partir d’une observation de graphe biparti, Young
et al. [29] reconstruisent la structure à partir d’un graphe observé grâce à un principe de
parcimonie (défavorise un grand nombre d’interactions d’ordre supérieur), Santoro et al. [30]
reconstruisent la structure de séries temporelles en s’appuyant sur la cote Z et Musciotto et
al. [31] filtrent les interactions d’ordre supérieur à partir d’un modèle nul. Or, ces méthodes
supposent l’exactitude absolue des mesures expérimentales malgré le fait qu’une portion im-
portante de ces données proviennent d’expériences bruitées ou ces méthodes ne s’appliquent
pas à des observations dyadiques, un format de données commun.

L’inférence bayésienne occupe une place importante en science des réseaux. Il s’agit d’une
technique d’inférence statistique puissante permettant de déduire les paramètres d’un modèle
en s’informant des données. Elle se distingue des autres approches en incorporant des lois
de probabilité a priori sur les paramètres, ce qui lui permet de mieux performer sur des
petits jeux de données et d’exprimer l’incertitude sur les résultats à l’aide de probabilités.
C’est en raison de cette approche orientée sur les données que l’inférence bayésienne occupe
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un rôle important dans la science des réseaux : elle permet par exemple d’effectuer de la
détection de communauté [32–40], différents types d’inférence de la topologie des graphes [9,
16, 20, 22, 29, 35, 41–44] et l’inférence de la position des noeuds pour des modèles aléatoires
géométriques [45, 46].

Dans cette optique, le projet présenté dans ce mémoire propose une approche d’inférence
bayésienne pour reconstruire des hypergraphes, une structure d’interactions d’ordre supérieur,
à partir d’observations par paires bruitées. En reconstruction, l’inférence bayésienne permet
de prendre en compte toute l’information contenue dans les données et d’offrir un ensemble
de graphes possibles plutôt qu’un seul graphe, ce qui procure un résultat robuste, nuancé et
flexible par rapport aux hypothèses supposées.

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré à l’introduction des concepts de base néces-
saires à l’élaboration d’une approche bayésienne de reconstruction. On y introduit les diffé-
rentes représentations d’un réseau complexe, la théorie des probabilités ainsi que l’inférence
bayésienne et les notions rattachées. Le chapitre est clos par la présentation du modèle de
reconstruction de graphes de Young et al. [22] suivi des méthodes numériques requises pour
l’appliquer en pratique. Au deuxième chapitre, sous forme d’un article scientifique, un modèle
bayésien original basé sur les notions du chapitre précédent est développé pour effectuer la
reconstruction d’hypergraphes à partir de mesures bruitées de ses interactions dyadiques. Ce
modèle est alors comparé à un second modèle, analysé dans la Réf. [22], qui considère plu-
tôt différents types d’interactions par paires. Le mémoire se termine par une conclusion qui
résume les avantages et les inconvénients du modèle développé, puis qui propose des avenues
d’exploration possibles pour bonifier la méthode.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Les outils utilisés dans le projet de recherche sont présentés dans ce chapitre. Dans un premier
temps, la section 1.1 se penche sur différentes représentations mathématiques d’un réseau
complexe. Dans un deuxième temps, la section 1.2 présente un aperçu de la théorie des
probabilités et les lois de probabilités nécessaires dans ce travail. Dans un troisième temps, la
section 1.3 étend les lois de probabilités aux différentes représentations d’un réseau complexe.
Dans un quatrième temps, la section 1.4 introduit le concept d’inférence bayésienne et la
section 1.5 introduit le modèle bayésien de reconstruction de graphe de Young et al. [22]. Dans
un cinquième et dernier temps, les sections 1.6 et 1.7 présentent les méthodes de Monte-Carlo
utilisées dans ce travail pour échantillonner suivant des lois de probabilités quelconques et en
estimer des statistiques. Ces algorithmes permettront notamment d’appliquer les modèles de
reconstruction de la section 1.5 et du chapitre 2.

1.1 Les systèmes complexes et leur structure

Depuis le 17e siècle, le réductionnisme est l’approche privilégiée en sciences : en divisant un
problème difficile en plusieurs petits problèmes simples, on espère pouvoir en comprendre le
portait global. Or, l’étude des domaines tels que la théorie du chaos, la biologie, les commu-
nications, les neurosciences révèle que le réductionnisme n’est pas une approche appropriée
pour certains systèmes ; ils doivent être analysés comme un tout.

En science des réseaux, ces systèmes sont qualifiés de complexes. Mitchell [47] définit un sys-
tème complexe comme un « système dans lequel de vastes réseaux de composantes sans contrôle
central obéissant à des règles de fonctionnement simples font apparaître un comportement col-
lectif complexe, un traitement d’information sophistiqué et de l’adaptation provenant d’un
apprentissage ou de l’évolution »1. Le système complexe est donc fondamentalement plus que
la somme de ses parties ; des propriétés globales émergent, elles ne s’observent pas dans les

1Traduction libre.
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composantes [48]. Cependant, la définition d’un système complexe n’est pas universelle et,
par conséquent, il est parfois difficile de déterminer lesquels sont complexes. Néanmoins, plu-
sieurs systèmes tels que les interactions entre protéines, les réseaux sociaux et le cerveau sont
généralement reconnus comme étant complexes.

Afin de poursuivre une analyse quantitative d’un système complexe, celui-ci doit être doté
d’une représentation mathématique. Toutefois, cette représentation peut être définie de nom-
breuses manières. Cette section a comme objectif de définir les représentations utilisées au
cours de ce travail et d’en présenter leurs principales caractéristiques.

1.1.1 Le graphe

Parmi les différentes représentations mathématiques possibles, la plus simple et la plus intui-
tive est sans doute le graphe. Dans un graphe, les composantes du système sont représentées
par des noeuds qui interagissent par paires via des liens. Cette abstraction mathématique
permet de modéliser la structure d’interactions d’une large gamme de systèmes tels que les
réseaux trophiques, les réseaux de transports et les cerveaux.

Dans le jargon, les termes « réseau » et « réseau complexe » sont régulièrement utilisés de ma-
nière interchangeable avec « graphe ». Toutefois, comme proposé par Crane [49], l’utilisation
de « réseau » ou « réseau complexe » dans cet ouvrage fait référence à la structure d’interac-
tions d’un système réel et le terme « graphe » est réservé à sa modélisation mathématique.

Mathématiquement, un graphe est un doublet G := (V, E), où V est l’ensemble de noeuds
(ou sommets) et où E est l’ensemble de liens (ou arêtes), les paires de noeuds connectées.
Une manière intuitive de schématiser un graphe est d’illustrer chaque noeud par un point et
chaque lien par un trait qui relie deux points (voir figure1.1b). Lorsqu’un noeud u est connecté
à v par un lien (u, v) ∈ E, il est dit que v est un voisin de u. L’ensemble des voisins d’un
noeud est appelé son voisinage. Dans ce mémoire, on note n := |V | le nombre de noeuds dans
un graphe.

Bien que précise et formelle, cette définition en termes d’ensembles est peu pratique en modé-
lisation. Pour alléger la notation, les noeuds v ∈ V sont identifiés par un nombre entier entre
1 et n. On note que ceci suppose un ordre arbitraire sur l’ensemble V : les noeuds de V ne
sont pas ordonnés tandis que les indices entiers associés le sont. Ainsi, il existe n! manières
équivalentes de sélectionner les indices. Toutefois, cette particularité n’est pas problématique
dans ce mémoire.

Pour simplifier davantage la notation, les graphes sont représentés par leur matrice d’adjacence
A. Dans la matrice d’adjacence, les lignes et les colonnes représentent les noeuds du graphe,
ce qui en fait une matrice carrée de taille n × n. Ses éléments, aij , indiquent si le lien (i, j)
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existe :

aij := 1E

(
(i, j)

)
=

0 si (i, j) n’est pas un lien, (i, j) ̸∈ E

1 si (i, j) est un lien, (i, j) ∈ E
(1.1)

où 1E dénote la fonction indicatrice de l’ensemble E. On note que la matrice d’adjacence
est une fonction du graphe G, mais son symbole « A » et ses éléments « aij » ne dépendent
pas explicitement de G. Malgré ce léger manque de rigueur, le graphe associé à une matrice
d’adjacence sera clair avec le contexte, car un seul graphe sera traité à la fois.

Dans le cadre de ce travail, seuls les graphes simples sont à l’étude, c’est-à-dire les graphes
non orientés (un lien (u, v) est équivalent au lien (v, u)), sans boucles (liens de la forme
(u, u)) et sans multiliens (plusieurs liens identiques entre deux noeuds). Par conséquent, le
terme « graphe » signifie « graphe simple » dans ce document. Par ailleurs, on remarque que
l’absence de multiliens était déjà sous-entendue dans la définition présentée du graphe puisque
E est un ensemble et non un multiensemble.

1.1.2 Le graphe multiplexe

Il est parfois possible d’identifier plusieurs types de connexions entre les éléments d’un système.
Dans un système de transport par exemple, il est possible de se déplacer par train entre les
gares et par vol d’avion commercial entre différents aéroports des mêmes villes. Bien qu’on
puisse utiliser deux graphes pour modéliser ce système, il est pratique de les joindre dans
un seul objet mathématique étant donné que ces derniers partageraient les mêmes noeuds.
Pour ce faire, on définit le graphe multiplexe (ou graphe multicouches) comme un triplet
G := (V, E, C), où V est l’ensemble les noeuds, E est l’ensemble des liens (u, v, c) connectant
les noeuds u et v de la couche c et où C est l’ensemble des couches. Pour l’exemple du système
de transport, les villes peuvent être représentées par des noeuds, et les chemins de fer et les
vols d’avions par des liens de deux couches différentes.

1.1.3 Les représentations d’ordre supérieur

La représentation en graphe est parfois insuffisante pour conserver toute l’information sur la
structure d’un système ; les réseaux de collaborations en sont un excellent exemple. Dans un
réseau de collaborations, les auteurs « interagissent » par les articles auxquels ils ont collaboré.
Puisque les articles peuvent être écrits par plus de deux auteurs, les collaborations ne peuvent
pas être représentées directement par des relations dyadiques.

Afin de remédier à ce problème, les auteurs peuvent être connectés aux articles qu’ils ont écrits
plutôt qu’être connectés entre eux. Les articles deviennent ainsi un autre « type » de noeud,
noeuds qui sont ajoutés à l’ensemble V . Ce type de graphe, où il est possible de partitionner
les noeuds de façon à ce que tous les liens connectent une partition à une autre, est appelé
graphe biparti. La figure 1.1b illustre le graphe biparti associé à trois auteurs collaborant dans
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3 articles 1 article

Graphe

Graphe biparti

Hypergraphe

Graphe multiplexe

a) b)

Figure 1.1 : (a) Graphe multiplexe. (b) Représentation en graphe, en graphe biparti et en
hypergraphe d’un réseau de collaborations où trois auteurs ont collaboré au même article et
d’un réseau où trois auteurs ont collaboré par paires à trois articles différents. Les graphes de
la figure (b) sont le résultat d’une projection du graphe biparti sur les auteurs : deux auteurs
sont connectés s’ils ont collaboré à au moins un article. Les noeuds en gris sont les auteurs
et ceux en mauve illustrent les articles, des noeuds ajoutés dans le graphe biparti. Avec la
représentation en graphe, un article écrit par trois auteurs et trois articles écrits par chaque
paire d’auteurs mènent à la même projection. Il faut utiliser la représentation en graphe
biparti ou en hypergraphe pour distinguer ces deux situations.

un même article et le graphe biparti représentant trois auteurs collaborant par paires dans
trois articles différents.

Le désavantage de la représentation en graphe biparti dans ce contexte est que de nouveaux
noeuds sont ajoutés au graphe. Puisque les noeuds n’ont plus la même signification, par
exemple les articles et les auteurs, les outils d’analyse standards sur les graphes sont souvent
inappropriés. C’est pourquoi il est fréquent d’effectuer une projection du graphe biparti sur
un type de noeuds. Pour un réseau de collaborations par exemple, cette projection consiste
à connecter les auteurs s’ils ont écrit au moins un article ensemble, de sorte que les noeuds
du graphe résultant soient les auteurs. Toutefois, la figure 1.1b illustre qu’un article écrit
par trois auteurs et que trois articles écrits par chaque paire d’auteurs mènent à la même
projection. Ceci indique que cette approche entraîne une perte d’information sur la structure
d’interactions du système.

Pour préserver l’information du système sans ajouter de noeuds, on introduit la notion d’hy-
pergraphe. Un hypergraphe est défini comme un doublet H = (V, E) où V est l’ensemble des
noeuds et E est l’ensemble d’hyperliens, une généralisation du lien qui permet de regrouper un
nombre quelconque de noeuds. Un hyperlien regroupant k noeuds est dénoté k-lien. À partir
d’un hypergraphe, un article ayant k coauteurs se décrit par un k-lien tandis que trois articles
écrits par des paires d’auteurs se modélisent par des 2-liens (voir figure1.1b). Par ailleurs, on
remarque que la représentation à l’aide d’un graphe biparti est équivalente à celle utilisant
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un hypergraphe : chaque noeud de type « article » correspond à un hyperlien connectant ses
auteurs.

1.2 Notions préliminaires des probabilités

En tentant d’éviter un débat philosophique, on note que la notion d’« aléatoire » (au sens
stochastique, sans causalité) est délicate en science. Elle vient à l’encontre du principe de
causalité qui est au fondement de la grande majorité des modèles scientifiques. D’une certaine
manière, la théorie de la dynamique non linéaire, du chaos et de la complexité a remis en
question l’explication de phénomènes par l’aléatoire. Dans cette théorie, plusieurs systèmes
obéissent à des règles déterministes simples, mais exhibent une sensibilité extrême aux condi-
tions initiales. Il s’agit par ailleurs d’un ingrédient des systèmes complexes. Toutefois, dans
ce travail, on ne distingue pas le « pseudo-aléatoire » (provenant du chaos) de l’aléatoire. On
considère que l’aléatoire constitue un modèle qui décrit approximativement un système dont
le comportement est difficile à prédire.

Dans cette section, les différents concepts des probabilités, la notation employée et différentes
lois de probabilités communes sont présentés. Afin de cadrer rigoureusement les concepts
en probabilités, la première sous-section les définissant se veut plus formelle en introduisant
quelques notions de la théorie de la mesure. Or, cette théorie ajoute une couche d’abstraction
qui complexifie l’interprétation du travail effectué et ne joue pas de rôle important à la for-
mulation des modèles de reconstruction. C’est pourquoi les sections et chapitres subséquents
font usage de quelques abus de notation pour alléger la lecture. On redirige le lecteur vers
le manuel Probability Theory de Klenke [50] pour obtenir plus de détails sur la théorie de la
mesure.

1.2.1 Définitions

En probabilité, on s’intéresse aux expériences aléatoires (non déterministes, stochastiques),
phénomènes pour lesquels le résultat observé est impossible à prédire avec certitude. Le ré-
sultat d’une expérience aléatoire est appelé une réalisation (aussi nommé issue ou épreuve),
un ensemble possible de réalisations est nommé un événement, et l’ensemble de toutes les
réalisations est contenu dans l’ensemble Ω nommé univers. Un événement A est réalisé si la
réalisation ω ∈ Ω de l’expérience aléatoire est contenue dans celui-ci : ω ∈ A. Par exemple,
considérons l’expérience aléatoire de lancer un dé à six faces. L’univers de cette expérience
est

Ω = {« tombé sur 1 », « tombé sur 2 », « tombé sur 3 »,

« tombé sur 4 », « tombé sur 5 », « tombé sur 6 »}.
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Si la réalisation de l’expérience est ω = « tombé sur 2 », alors l’événement « tombé sur un
nombre pair »

A = {« tombé sur 2 », « tombé sur 4 », « tombé sur 6 »} (1.2)

est réalisé, car ω ∈ A.

En pratique, il est parfois impossible ou inutile d’obtenir la véritable issue de l’expérience
aléatoire : on mesure plutôt une caractéristique observable de celle-ci par une variable aléatoire.
La variable aléatoire est une fonction d’une réalisation qui retourne une quantité interprétable.
Par exemple, dans une partie de fléchettes, la position exacte ω = (x, y) d’une fléchette tirée
(dans Ω = R2) est sans importance : seule la zone de la cible dans laquelle celle-ci se trouve
détermine le pointage obtenu. De cette manière, on définit la variable aléatoire X comme la
fonction retournant la zone à chaque position sur la cible. L’événement A associé à « fléchette
dans la zone centrale » est alors l’ensemble des réalisations (x, y) de cette zone

A = {(x, y) ∈ Ω|X((x, y)) = « fléchette dans la zone centrale »}

= {X = « fléchette dans la zone centrale »}

= X−1(« fléchette dans la zone centrale »),

où {X = B} est une notation abrégée et où X−1(B) est appelé la préimage de B par X.

Afin de pouvoir modéliser et effectuer des prédictions du comportement de l’expérience aléa-
toire, on définit la probabilité de ses événements. Effectivement, selon l’interprétation fréquen-
tiste, la fréquence relative d’occurrence d’un événement tend vers sa probabilité dans la limite
où l’expérience aléatoire est répétée une infinité de fois, et selon l’interprétation bayésienne,
la probabilité quantifie la certitude de la réalisation d’un événement (voir section 1.4). La
probabilité est obtenue à partir de la mesure de probabilité, une fonction P qui associe un
scalaire dans l’intervalle [0, 1] à chaque événement A. Par la définition d’une mesure de pro-
babilité, la probabilité de l’univers est 1 et la probabilité de l’ensemble vide est nulle. La
distribution ou loi de probabilité PX d’une variable aléatoire X est la mesure de probabi-
lité de la préimage de la quantité observée B (aussi appelée la mesure image de P par X) :
PX(B) := P(X−1(B)) = P({X ∈ B}). Le support d’une distribution, noté supp(PX), est le
plus petit ensemble de valeurs (de la variable aléatoire) en cardinalité de probabilité 1. Par
abus de langage, ce travail évoque le « support » d’une variable aléatoire en faisant référence
au support de sa distribution.

En probabilité, il existe deux grandes classes de variables aléatoires : les variables aléatoires
discrètes et les variables aléatoires continues. Ce qui les distingue est la cardinalité de leur
support. Effectivement, les variables aléatoires discrètes ont un support au plus dénombrable
tandis que les variables aléatoires continues ont un support infini indénombrable. Le résultat
du tir d’une pièce de monnaie et la position dans l’espace d’une particule de gaz sont des
exemples de variables aléatoires discrète et continue respectivement.
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Afin de définir la loi de probabilité d’une variable aléatoire discrète X, il est suffisant de
déterminer la probabilité de chaque valeur x prise par X, car pour un ensemble de valeurs B,

P({X ∈ B}) =
∑

x∈B∩SX

P({X = x}) =
∑

x∈B∩SX

PX({x}) =
∑

x∈B∩SX

fX(x), (1.3)

où la propriété d’une mesure P(A1 ∪A2) = P(A1) + P(A2) avec A1 ∩ A2 = ∅ a été utilisée,
SX = supp(PX) et fX(x) est la fonction de masse, soit la probabilité que X vaille x. Étant
donné que P(Ω) = 1 et que P(A) ∈ [0, 1], la fonction de masse doit respecter fX(x) ≥ 0 ∀x
et ∑x∈SX

fX(x) = 1.

Pour une variable aléatoire continue X, il est impossible de définir sa loi de probabilité en
fonction de la probabilité de chaque valeur individuelle puisqu’il existe un infini indénombrable
de valeurs possibles pour X. Effectivement, la condition ∑

x∈S fX(x) = 1 ne pourrait être
respectée. La distribution est alors définie à partir de sa densité de probabilité fX(x), une
fonction qui, intuitivement, attribue une probabilité à ce que X soit dans le voisinage de
x. Mathématiquement, la mesure de probabilité associée à un ensemble B de valeurs est
l’intégrale (théorème de Radon-Nikodym [50])

P({X ∈ B}) =
∫

B∩SX

fX(x)dx. (1.4)

L’intégrale de Riemann apparaît, car la distribution est supposée absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue (une mesure permettant d’évaluer la longueur d’intervalles
réels). Afin de respecter les conditions P(Ω) = 1 et P(A) ∈ [0, 1], la fonction de densité doit
respecter fX(x) ≥ 0 ∀x et

∫
SX

fX(x)dx = 1.

Une manière alternative de caractériser la distribution d’une variable aléatoire dont les valeurs
sont des scalaires réels est d’utiliser sa fonction de répartition. La fonction de répartition
CDFX(x) (de l’anglais cumulative distribution function) correspond à la probabilité qu’une
variable aléatoire X vaille au plus x. Ainsi, elle est définie par P({X ≤ x}), soit

CDFX(x) =
∑

y∈supp(X)
y≤x

fX(y), et (1.5)

CDFX(x) =
∫

supp(X)
fX(y)1{y≤x}(y)dy =

∫ x

−∞
fX(y)dy (1.6)

pour une variable aléatoire X discrète et continue respectivement.

La probabilité d’un événement A1 conditionnel à un autre A2 est définie comme

P(A1|A2) := P(A1 ∩A2)
P(A2) (1.7)

où P(A2) > 0 [51]. La probabilité conditionnelle est alors la probabilité renormalisée que
l’événement A1 soit réalisé pour un certain événement A2 fixé. Elle s’interprète comme la
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probabilité de mesurer A1 sachant que l’événement A2 a été réalisé. Il est donc raisonnable
qu’elle ne soit pas définie si P(A2) = 0 : A2 ne peut pas être réalisé et conséquemment, aucune
réalisation de A1 n’est possible pour ce A2.

Les événements A1 et A2 sont dits indépendants si leur probabilité conditionnelle est identique
à la probabilité de l’événement P(A1|A2) = P(A1), c’est-à-dire P(A1 ∩A2) = P(A1)P(A2).
Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si les événements {X ≤ x} et {Y ≤ y}
sont indépendants

P({X ≤ x} ∩ {Y ≤ y}) = P({X ≤ x})P({Y ≤ y}), ou (1.8)

CDFX,Y (x, y) = CDFX(x) CDFY (y), (1.9)

où la probabilité P({X ≤ x} ∩ {Y ≤ y}) est la fonction de répartition conjointe CDFX,Y (x, y).
Des variables aléatoires (Xi)N

i=1 sont dites indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)
si elles admettent toutes la même loi de probabilité et sont deux à deux indépendantes.

La fonction de répartition conjointe de l’équation (1.9) est liée à la loi conjointe des variables
aléatoires X et Y , loi définie par la fonction de masse P({X = x} ∩ {Y = y}) = fX,Y (x, y)
pour une variable aléatoire discrète et par la densité fX,Y (x, y) pour une variable aléatoire
continue. À partir de la densité conjointe, on définit également la densité conditionnelle d’une
variable aléatoire X à l’événement associé à la réalisation de l’autre {Y = y}

fX|Y =y(x) = fX,Y (x, y)
fY (y) . (1.10)

À partir de la fonction de masse (densité) conjointe des variables aléatoires discrètes (conti-
nues) X et Y , il est possible de retrouver la fonction de masse (densité) marginale de la
variable X en sommant (intégrant) sur toutes les valeurs possibles de Y

fX(x) =
∑

y∈supp Y

fX,Y (x, y) (1.11)

(
fX(x) =

∫
supp Y

fX,Y (x, y)dy

)
. (1.12)

Cette opération est nommée marginalisation.

L’espérance d’une variable aléatoire discrète et celle d’une variable aléatoire continue X sont
définies respectivement comme

E[X] :=
∑

x∈supp(X)
xfX(x) et E[X] :=

∫
supp(X)

xfX(x)dx (1.13)

et la variance comme

V[X] := E
[
(X − E[X])2

]
(1.14)

= E
[
X2
]
− 2E[XE[X]] + E

[
(E[X])2

]
= E

[
X2
]
− E[X]2. (1.15)
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Grâce à la loi des grands nombres, l’espérance s’interprète comme la moyenne arithmétique
attendue d’un grand nombre de réalisations de X. La variance évalue le niveau de dispersion
des valeurs autour de l’espérance tel qu’écrit dans sa définition à l’équation (1.14).

L’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire discrète et celle d’une variable aléatoire
continue X par rapport à l’événement {Y = y} se définissent respectivement comme

E[X|Y = y] :=
∑

x∈supp(X|Y )
xfX|Y =y(x) et (1.16)

E[X|Y = y] :=
∫

supp(X|Y )
xfX|Y =y(x)dx. (1.17)

La variance conditionnelle est définie par

V[X|Y = y] := E

[
(X − E[X|Y = y])2

∣∣∣∣Y = y

]
. (1.18)

Il est également possible de définir ces quantités en tant que variables aléatoires si la valeur
de Y n’est pas fixée. Celles-ci, notées E[X|Y ] et V[X|Y ], sont effectivement des variables
aléatoires puisqu’elles agissent comme des fonctions assignant un scalaire à une réalisation

ω 7→ E[X|Y = Y (ω)] et ω 7→ V[X|Y = Y (ω)]. (1.19)

Une des propriétés de l’espérance conditionnelle est que

EX [X] = EY [EX [X|Y ]], (1.20)

où les indices X et Y dénotent la variable aléatoire pour laquelle l’espérance est calculée. La
preuve de cette propriété est détaillée à la Réf. [52].

Pour la suite de ce travail, le langage et la notation utilisés sont grandement assouplis et
reflètent l’usage commun des probabilités en physique. La notation d’ensemble pour la mesure
de probabilité sera parfois omise de sorte que P({X = x}) soit écrit P(X = x). Le symbole
P exprimera autant la densité de probabilité que la fonction de masse plutôt que la mesure.
De plus, la fonction de masse ou de densité ne sera pas accompagnée d’un indice précisant la
variable aléatoire à laquelle elle est rattachée, car celle-ci sera claire avec l’argument donné
à la fonction. Par exemple, si p est une valeur de paramètre et G est un graphe, P(p) est
la probabilité que le paramètre vaille p et P(G) est la probabilité que le graphe soit G.
Finalement, les termes « distribution » et « loi » feront référence à la densité de probabilité
ou à la fonction de masse plutôt qu’à la mesure image de la variable aléatoire, et le terme
« réalisation » désignera parfois la valeur associée à une variable aléatoire plutôt qu’à sa
préimage.

1.2.2 Lois de probabilité univariées communes

Afin de modéliser une variété de variables aléatoires, différentes lois de probabilités sont
nécessaires. Dans le cadre de ce travail cependant, seules quelques-unes sont utilisées. Le
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Figure 1.2 : Fonctions de masse et densités de probabilité des lois communes.

tableau 1.1 présente un résumé des caractéristiques de celles-ci et la figure 1.2 illustre l’allure
de leur fonction de masse ou de leur fonction de densité. Ce document emploie également des
lois tronquées et des lois de mélange, des distributions obtenues à partir d’autres lois. Bien
que la définition de ces lois composites puisse s’appliquer aux lois continues, on présente ici
uniquement leur version discrète qui est utilisée dans ce travail.

Comme son nom l’indique, la loi tronquée est le résultat d’une troncature du support d’une
autre loi. La loi f(x) tronquée sur l’intervalle [a, b], notée g(x), est donnée par

g(x) = f(x)
CDF(b)− CDF(a) , supp(g) = [a, b], (1.21)

où CDF est la fonction de répartition associée à la variable aléatoire X.

Une loi de mélange finie (ou dénombrable) g est une combinaison convexe (coefficients non
négatifs qui somment à 1) de fonctions de masse fi telles que

g =
∑

i

wifi, supp(g) =
⋃
i

supp(fi) (1.22)

avec ∑i wi = 1 et wi ≥ 0 ∀i. L’espérance d’une variable aléatoire X ayant comme distribution
la loi de mélange g est

E[X] =
∑

x∈supp(X)
x
∑

i

wifi(x)

=
∑

i

wi

∑
x∈supp(X)

xfi(x) =
∑

i

wiE[Xi], (1.23)

où Xi dénote une variable aléatoire avec la fonction de densité fi. Un raisonnement similaire
s’applique à une loi de mélange constituée de variables aléatoires continues et mène à des
résultats analogues. La figure 1.3 illustre un exemple de loi de mélange constituée de deux
lois de Poisson avec des paramètres λ différents.
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Figure 1.3 : Loi de mélange finie de deux lois de Poisson de poids w1 = 0.3 et w2 = 0.7 avec
paramètres λ1 = 2 et λ2 = 10.

1.2.3 Théorème de la limite centrale

Un résultat important en théorie des probabilités est le théorème de la limite centrale. Ce
théorème stipule que si les variables aléatoires i.i.d. X1, X2, . . . ont une espérance µ := E[X1] ∈
R et une variance finie σ2 := V[X1] ∈ [0,∞), alors dans la limite où n → ∞, leur somme∑n

i=1 Xi suit une loi normale d’espérance nµ et de variance nσ2 [50].

1.3 Graphes et hypergraphes aléatoires

Afin d’utiliser les graphes et les hypergraphes dans un contexte bayésien, le concept de variable
aléatoire doit être défini sur ces objets. Cette tâche est relativement simple, car les graphes et
hypergraphes aléatoires peuvent s’interpréter comme étant une loi conjointe sur des variables
aléatoires binaires déterminant l’existence des liens et des hyperliens. Par exemple, la distri-
bution d’un graphe aléatoire peut s’exprimer comme une loi conjointe sur les éléments aij du
triangle inférieur de sa matrice d’adjacence.

Les graphes aléatoires constituent un outil important dans l’analyse de réseaux complexes. Ils
permettent notamment d’étudier la propagation de maladies infectieuses par le retrait aléa-
toire de liens, appelé percolation [53], et de fournir des modèles nuls pour mettre en relief les
particularités d’un graphe par rapport à l’ensemble aléatoire [54]. Comme les hypergraphes
sont une généralisation des graphes, les hypergraphes aléatoires permettent de faire des ana-
lyses similaires dans le contexte d’interactions d’ordre supérieur. Dans le cadre de ce projet,
les graphes et les hypergraphes aléatoires permettent de modéliser les interactions incertaines
d’un système observé.

Bien qu’il existe de nombreuses manières d’assigner une probabilité à des graphes et à des
hypergraphes, seules les quelques lois utilisées dans la suite de ce travail sont présentées. Le
lecteur intéressé aux différentes lois de probabilité sur les graphes peut parcourir l’article
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G(n, p)

Liens i.i.d.
Couches mutuellement

exclusives

Hyperliens i.i.d.

Figure 1.4 : Réalisations de graphes et d’hypergraphes aléatoires de 20 noeuds. La première
ligne présente le graphe aléatoire de l’équation (1.24) avec p = 0.1, la deuxième ligne le
graphe multiplexe aléatoire de l’équation (1.25) à deux couches avec p1 = p2 = 0.1 et la
dernière ligne l’hypergraphe aléatoire de l’équation (1.27) avec p2 = 0.1 et p3 = 0.01. En noir
sont représentés les liens, les liens de la première couche et les 2-liens ; en orange sont illustrés
les liens de la deuxième couche ; en mauve sont présentés les 3-liens.

de revue de Drobyshevskiy et Turdakov [55] et l’article de revue de Goldenberg et al. [56]
qui explorent une grande variété de modèles. Du côté des hypergraphes, plusieurs modèles
aléatoires sont décrits dans l’article de revue de Battiston et al. [23].

1.3.1 Modèle G(n, p)

Le graphe aléatoire le plus simple est sans doute le modèle G(n, p), aussi appelé le modèle de
Gilbert [57]. Dans celui-ci, les éléments du triangle inférieur de la matrice d’adjacence A d’un
graphe de n noeuds sont considérés i.i.d. selon une loi de Bernoulli aij ∼ Bern(p). De cette
façon, la fonction de masse du graphe aléatoire est

P(G) =
∏
i<j

P(aij) =
∏
i<j

paij (1− p)1−aij = pm(1− p)(
n
2)−m, (1.24)
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où m = ∑
i<j aij est le nombre de liens dans le graphe et où les indices i < j sont les

combinaisons de noeuds (i, j) telles que 1 ≤ i < j ≤ n (par exemple, ∑i<j = ∑n
i=1

∑n
j=i+1).

Puisqu’il existe
(n

2
)

combinaisons de paires de noeuds possibles, ∑i<j(1− aij) =
(n

2
)
−m. La

figure 1.4 présente des réalisations de ce graphe aléatoire.

1.3.2 Généralisation aux graphes multiplexes et aux hypergraphes

En considérant les différentes couches comme des graphes indépendants, le modèle G(n, p)
peut être directement généralisé aux graphes multiplexes. De cette manière, chaque couche c

possède sa probabilité d’existence d’un lien pc

P(G) =
∏

c

pmc(1− pc)(
n
2)−mc (1.25)

où mc est le nombre de liens dans la couche c.

Dans une approche de reconstruction proposée au chapitre 2, les liens de couches différentes
sont supposés mutuellement exclusifs. Pour satisfaire cette contrainte, la loi présentée peut
être ajustée pour ne placer que des liens entre des paires non connectées dans les couches
précédentes

P(G) =
∏

c

pmc
c (1− p)(

n
2)−
∑c

ℓ=1 mℓ , (1.26)

où a
(c)
ij dénote l’élément (i, j) de la matrice d’adjacence de la couche c. Cependant, les couches

ne sont plus interchangeables dans ce modèle : une couche c peut former plus de liens qu’une
couche supérieure c′ > c. La figure 1.4 illustre des réalisations de ce graphe multiplexe aléa-
toire.

Du côté des hypergraphes, une généralisation du modèle G(n, p) correspond à assigner une
probabilité pk indépendante aux k-liens. Puisque la taille maximale d’un hyperlien est n

(aucun noeud redondant), on obtient en excluant les 1-liens que

P(H) =
n∏

k=2

∏
(i1,...,ik)∈Cn

k

p
1E((i1,...,ik))
k (1− pk)1−1E((i1,...,ik))

=
n∏

k=2
phk

k (1− pk)(
n
k)−hk , (1.27)

où Cn
k est l’ensemble des combinaisons de taille k parmi les n noeuds et où hk est le nombre de

k-liens dans l’hypergraphe. La figure 1.4 illustre des réalisations de cet hypergraphe aléatoire.

1.3.3 Hypergraphes aléatoires plus structurés

Les connexions d’un système sont généralement plus structurées que de simples interactions
distribuées indépendamment. Cette section présente brièvement quelques modèles d’hyper-
graphes plus réalistes qui seront analysés dans le chapitre 2.
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Utilisé par Paul et al. [58], le modèle stochastique par blocs superposés ajoute une structure
en communautés aux hypergraphes en assignant à chaque noeud i une communauté bi. En
supposant que des noeuds d’un même bloc r sont similaires, ceux-ci ont une probabilité pk,r

d’être connectés par un k-lien tandis que des noeuds de communautés différentes ont une
probabilité qk d’être connectés. La probabilité d’un hypergraphe est alors

P(H) =
n∏

k=2

∏
(i1,...,ik)∈Cn

k

ρ
1E((i1,...,ik))
k,r (1− ρk,r)1−1E((i1,...,ik)) (1.28)

où

ρk,r =

pk,r si bi1 = · · · = bik
= r

qk autrement.
(1.29)

Un modèle des configurations d’hypergraphes, proposé par Miller et al. [59], fixe le nombre de
k-liens hi,k contenant chaque noeud i. Pour générer un hypergraphe avec cette contrainte, hi,k

embouts de k-liens sont créés pour chaque noeud i, puis les k-liens sont créés en sélectionnant
uniformément k de ces embouts.

Présenté par Stasi et al. [60], le modèle β d’hypergraphe modélise la prédisposition d’un noeud
à former des interactions. Dans cet hypergraphe aléatoire, chaque noeud i possède un scalaire
β

(k)
i contrôlant sa probabilité de former un k-lien

P(H) =
n∏

k=2

∏
(i1,...,ik)∈Cn

k

(pi1,...,ik
)1E((i1,...,ik))(1− pi1,...,ik

)1−1E((i1,...,ik)) (1.30)

où

pi1,...,ik
= e

β
(k)
i1

+...β
(k)
ik

1 + e
β

(k)
i1

+...β
(k)
ik

.

1.4 Inférence bayésienne

En science, un des objectifs principaux est d’infirmer des théories avec données provenant
d’un environnement contrôlé [61]. C’est dans ce cadre que s’inscrit l’inférence statistique, un
domaine portant sur la déduction de caractéristiques d’une population en vue de l’obtention de
conclusions à partir d’une sous-population limitée. Les méthodes développées dans ce champ
de recherche sont d’une grande valeur pour les scientifiques en raison des nuances quantitatives
qu’elles apportent aux conclusions.

L’inférence bayésienne, une approche d’inférence statistique, permettra dans ce mémoire d’ef-
fectuer la reconstruction de graphes et d’hypergraphes à partir de mesures bruitées. Cette
section introduit les notions de base de l’inférence bayésienne de même que quelques concepts
importants de modélisation qui sont nécessaires au projet de recherche.
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1.4.1 Principe

Dans un modèle statistique, une expérience aléatoire est supposée avoir généré les données
observées. Les observations pourraient donc être différentes à chaque mesure du système. Dans
ce contexte, un modèle statistique est défini par la probabilité P(X|θ) que la loi de probabilité
paramétrée par θ ait généré les données X, une quantité appelée la vraisemblance. Si, par
exemple, on souhaite analyser les tirs d’une pièce de monnaie (Xi)N

i=1 où Xi est le résultat du
i-ième lancer, on peut supposer que ceux-ci sont des réalisations de variables aléatoires i.i.d.
d’une loi de Bernoulli de paramètre θ. En choisissant arbitrairement que Xi = 0 représente
« face » et que Xi = 1 représente « pile », la vraisemblance s’écrit P(X|θ) = ∏

i θXi(1−θ)1−Xi .
L’intérêt des modèles statistiques est que si le vrai paramètre θ de la pièce était connu, il serait
possible de prédire la probabilité qu’un nouveau tir de la pièce tombe du côté « pile » ou du
côté « face ».

Pour estimer la valeur de ce vrai paramètre θ, on utilise un estimateur. Un estimateur θ̂

est une fonction permettant d’évaluer un paramètre inconnu θ à partir de données (voir la
prochaine section pour un exemple). En statistique classique, l’estimateur est habituellement
le paramètre maximisant la vraisemblance, c’est-à-dire le paramètre le mieux adapté aux
données observées. La statistique bayésienne n’est pas forcément limitée à déterminer un
estimateur de θ : elle fournit la distribution des paramètres du modèle qui caractérisent les
données.

En inférence bayésienne, le paramètre θ est supposé aléatoire, car il est inconnu. Bien qu’à
première vue cette approche puisse sembler contre-intuitive, elle prend son sens lorsque la
probabilité est interprétée comme une incertitude. Cette interprétation est en fait courante :
on dit par exemple « il va pleuvoir avec 80% de probabilité » ou « je serai probablement
disponible ». Dans ces contextes, la probabilité représente le degré de certitude par rapport à
la réalisation d’un événement, la probabilité qu’une prédiction s’avère correcte.

Ce faisant, en inférence bayésienne, le degré de certitude de chaque valeur de paramètre
possible est établi dans la loi a priori P(θ). Cette loi encode, sous forme d’hypothèse, les
valeurs de paramètre qui sont les mieux à même de bien modéliser les données. Toutefois,
étant une hypothèse, la loi a priori ne doit généralement pas être déterminée directement des
données. Dans l’exemple d’un tir de pièce de monnaie, on pourrait supposer a priori que θ

est aux alentours de 0.5 ou encore que toutes les valeurs sont équiprobables.

La loi a priori est une des forces de l’inférence bayésienne par rapport à l’inférence fréquentiste.
Comme il sera illustré dans l’exemple de la section 1.4.2, cette loi ajoute des données fictives
au processus d’inférence, ce qui permet d’obtenir de meilleurs résultats pour des petits jeux
de données (dans la mesure où les données fictives sont cohérentes avec les données).

Une fois la loi a priori formulée, elle est ajustée aux données X à partir de la vraisemblance.
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Concrètement, la vraisemblance est combinée à la loi a priori à l’aide du théorème de Bayes

loi a posteriori︷ ︸︸ ︷
P(θ|X) =

vraisemblance︷ ︸︸ ︷
P(X|θ)

loi a priori︷ ︸︸ ︷
P(θ)

P(X)︸ ︷︷ ︸
évidence

, (1.31)

où P(X) est la loi marginale des données, appelée évidence, qui apparaît comme constante de
normalisation. Ce théorème se démontre aisément à partir de la définition de Kolmogorov de
la probabilité conditionnelle (1.7).

Démonstration – Théorème de Bayes

Soit deux variables aléatoires discrètes Y et Z munies de la mesure de probabilité P. De
la définition (1.7),

P({Y = y}|{Z = z}) = P({Y = y} ∩ {Z = z})
P({Z = z}) .

Puisque P(A1 ∩A2) = P(A2 ∩A1) où A1 et A2 sont deux événements,

P({Y = y} ∩ {Z = z}) = P({Z = z}|{Y = y})P({Y = y}) (1.32)

et

P({Y = y}|{Z = z}) = P({Z = z}|{Y = y})P({Y = y})
P({Z = z}) (1.33)

fY |Z(y) =
fZ|Y (z)fY (y)

fZ(z) . (1.34)

À partir de l’équation (1.10) et du fait que fY,Z = fZ,Y , un raisonnement similaire peut
être effectué pour des variables aléatoires continues afin d’obtenir l’équation (1.34) où les
fonctions f sont des fonctions de densité. ■

Comme noté à l’équation (1.31), le résultat de l’inférence bayésienne est la loi a posteriori
P(θ|X). Effectuant un compromis entre les paramètres ajustés aux données et leur probabilité
a priori, elle offre la probabilité que l’expérience aléatoire ait généré les données à partir des
paramètres θ.

Une propriété intéressante de la distribution a posteriori est que sa variance conditionnelle
est en moyenne plus petite que la variance de la loi a priori. En effet,

V[θ] = E
[
θ2
]
− E[θ]2

= E
[
E
[
θ2|X

]]
− E[E[θ|X]]2 (1.35)
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par la propriété de l’espérance conditionnelle (1.20). Par la définition de la variance et par la
linéarité de l’espérance,

V[θ] = E
[
V[θ|X] + E[θ|X]2

]
− E[E[θ|X]]2

= E[V[θ|X]] + E
[
E[θ|X]2

]
− E[E[θ|X]]2

= E[V[θ|X]] +V[E[θ|X]]. (1.36)

Puisque la variance est une quantité strictement positive, on obtient

E[V[θ|X]] < V[θ]. (1.37)

Ce résultat met en lumière l’importance de sélectionner une loi a priori appropriée. D’un côté,
si la loi a priori a une faible variance et est bien choisie, alors l’information supplémentaire
limite la variance a posteriori. De l’autre, si la loi a priori est mal adaptée aux données, alors
la masse de probabilité se concentre autour de paramètres peu probables a posteriori.

1.4.2 Exemple : Modèle de Bernoulli

Supposons qu’on possède une séquence (Xi)N
i=1 de tirs d’une même pièce de monnaie. Si la

pièce i tombe du côté pile, Xi vaut 1, et si elle tombe du côté face, Xi vaut 0. En modéli-
sant les tirs de la pièce comme des variables aléatoires de Bernoulli i.i.d. Xi ∼ Bern(p), la
vraisemblance de la séquence est donnée par

P(X1, . . . , XN |p) =
N∏

i=1
P(Xi|p) =

N∏
i=1

pXi(1− p)1−Xi = pK(1− p)N−K , (1.38)

où K := ∑N
i=1 Xi est le nombre de tirs ayant comme résultat pile.

Comme énoncé à la section précédente, l’estimateur classique d’un paramètre en statistique
correspond au maximum de vraisemblance

p̂emv = argmax
p

P(X|p) (1.39)

(« emv » pour estimateur du maximum de vraisemblance). Étant donné que le logarithme est
une fonction monotone croissante sur les réels positifs, le logarithme de la vraisemblance est
maximisé

ln pK(1− p)N−K = K ln p + (N −K) ln(1− p). (1.40)
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Ainsi,

0 = ∂

∂p

[
K ln p + (N −K) ln(1− p)

]
p=p̂emv

0 = K
1

p̂emv
− (N −K) 1

1− p̂emv

0 = (p̂emv − 1)K + p̂emv(N −K)

p̂emv = K

N
= 1

N

N∑
i=1

Xi. (1.41)

Le point p̂emv est un maximum, car

∂2

∂p2 lnP(X1, X2, . . . , XN |p) = −K
1
p2 − (N −K) 1

(1− p)2 < 0 (1.42)

où les deux termes sont toujours négatifs.

Pour poursuivre un traitement bayésien du problème, une loi a priori doit être attribuée au
paramètre p. Dans cet exemple, on utilise une loi bêta(α, β)

P(p) = Γ(α + β)
Γ(α)Γ(β)pα−1(1− p)β−1, (1.43)

où α et β sont des constantes fixées dans le modèle, appelées hyperparamètres. Bien qu’une
autre distribution a priori puisse être choisie, la loi bêta est la loi conjuguée de ce modèle
(concept expliqué à la section 1.4.3), ce qui simplifie les calculs explicites.

Ayant en main la vraisemblance et la loi a priori, la loi a posteriori est

P(p|X) = 1
P(X)pK(1− p)N−K Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)pα−1(1− p)β−1

= 1
P(X)

Γ(α + β)
Γ(α)Γ(β)pK+α−1(1− p)N−K+β−1. (1.44)

Avec un léger travail algébrique, la constante de normalisation est

P(X) =
∫
P(X|p)P(p)dp =

∫
pK(1− p)N−K Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)pα−1(1− p)β−1dp

= Γ(α + β)
Γ(α)Γ(β)

∫
pK+α−1(1− p)N−K+β−1dp

= Γ(α + β)
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + K)Γ(β + N −K)
Γ(α + β + N) (1.45)

La loi a posteriori est alors une loi bêta p|X ∼ bêta(α + K, β + N −K)

P(p|X) = Γ(α + β + N)
Γ(α + K)Γ(β + N −K)pK+α−1(1− p)N−K+β−1. (1.46)

Or, ce résultat se trouve directement à partir de l’équation (1.44). En effet, l’expression ayant
déjà la forme d’une loi bêta, la constante de normalisation P(X) pouvait en être déduite.
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Par ailleurs, il n’est généralement pas nécessaire de calculer P(X) lorsque la loi a priori est
conjuguée.

Dans cet exemple on choisit l’espérance de la loi a posteriori comme estimateur bayésien. La
particularité de cet estimateur est qu’il minimise l’erreur quadratique :

0 = ∂

∂p̂

(
E
[
(p− p̂)2|X

])∣∣∣∣
p̂=p̂Bayes

=
∫

supp(p)

∂

∂p̂

[
(p− p̂)2P(p|X)

]
p̂=p̂Bayes

dp

= −2
∫

supp(p)
(p− p̂Bayes)P(p|x)dp,

= −2E[p|X] + 2p̂Bayes

p̂Bayes = E[p|X], (1.47)

ce qui est un minimum puisque

∂2

∂p̂2E
[
(p− p̂)2|X

]
= 2 > 0. (1.48)

Il existe d’autres estimateurs comme le mode et la médiane, mais on se limite à l’espérance
dans cette section. L’estimateur pour cet exemple est alors

p̂Bayes = E[p|X] = α + K

α + β + N
. (1.49)

En utilisant la paramétrisation K0 := α et N0 := α + β, on remarque que ces nouveaux
hyperparamètres s’interprètent comme des données fictives ajoutées aux données X

p̂Bayes = K0 + K

N0 + N
. (1.50)

K0 est donc le nombre de tirs tombés sur pile et N0 le nombre de tirs total a priori. De plus,
p̂Bayes peut s’interpréter comme étant une moyenne pondérée de l’estimateur des données
fictives p̂0 = K0

N0
et l’estimateur de maximum de vraisemblance p̂emv

p̂Bayes = 1
N0 + N

(N0p̂0 + Np̂emv). (1.51)

Ainsi, l’estimateur bayésien est un compromis entre la loi a priori et la vraisemblance des
données. En d’autres mots, les données apportent une correction aux hypothèses. Dans la
limite où N →∞, p̂Bayes → p̂emv.

Une autre remarque intéressante est que si α = β = 1, alors P(p) est une loi uniforme continue
et p̂0 = 1

2 . Cet estimateur maximise l’entropie de Shannon, ce qui signifie qu’il minimise
l’information supposée sur le paramètre p. En d’autres mots, il s’agit du seul estimateur a
priori non biaisé [62].
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On réitère ici l’importance du choix de la loi a priori. Il est préférable d’introduire moins
d’information a priori (une plus grande variance) pour éviter que la distribution a posteriori
soit déformée par un mauvais choix. Si p̂0 est une mauvaise estimation pour un grand N0

(variance de p̂0 plus petite) par exemple, alors un grand nombre de données N est nécessaire
pour obtenir un bon estimateur p̂Bayes.

1.4.3 Loi a priori conjuguée

Le calcul de loi a posteriori de l’exemple précédent n’est toutefois pas représentatif de la
plupart des calculs en inférence bayésienne. Effectivement, la loi a posteriori ne prend géné-
ralement pas la forme d’une loi connue. Si on utilise une loi a priori normale tronquée sur
l’intervalle [0, 1] dans le modèle de la section précédente, alors

P(p) = 1
Φ(1)− Φ(0)

1√
2πσ2

e− (p−µ)2

2σ2 , (1.52)

où Φ(·) est la fonction de répartition de la loi normale. La loi a posteriori

P(p|X) = 1
P(X)

1
[Φ(1)− Φ(0)]

√
2πσ2

pK(1− p)N−Ke− (p−µ)2

2σ2 (1.53)

∝ pK(1− p)N−Ke− (p−µ)2

2σ2 . (1.54)

n’a ainsi plus une forme connue, ce qui rend moins direct le calcul de la constante de normali-
sation P(X) =

∫
P(X|p)P(p)dp. Il peut alors devenir très difficile, voire impossible, d’effectuer

des calculs analytiques sur cette distribution (espérance, variance, quartiles, etc.).

Une manière d’éviter cette situation est de choisir une loi a priori qui se combine algébrique-
ment à la vraisemblance. À cette fin, il existe les lois conjuguées, lois a priori pour lesquelles
la loi a posteriori est de la même famille. À la section 1.4.2 par exemple, la loi conjuguée du
paramètre p est une loi bêta, car la loi a posteriori est aussi une loi bêta. Une discussion plus
détaillée sur les familles de lois a priori conjuguées se trouve dans le document A Compendium
of Conjugate Priors [63].

Toutefois, il n’existe pas de loi a priori conjuguée connue pour les paramètres de toutes les
vraisemblances. Ce faisant, l’évidence est souvent inconnue, et donc certains calculs analy-
tiques sont très difficiles.

1.4.4 Loi a priori impropre

Dans de nombreux contextes, il est raisonnable de considérer une loi a priori uniforme sur un
paramètre. En effet, elle ne favorise aucune valeur de paramètre, ce qui laisse les observations
préciser lesquelles sont réalistes. Cependant, lorsque le support est infini, une loi de probabilité
uniforme est mal définie.
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Considérons un nouveau modèle où les observations sont supposées i.i.d. d’une loi de Poisson
de paramètre λ, Xi ∼ Poi(λ) ∀i

P(X|λ) =
N∏

i=1

λXi

Xi!
e−λ. (1.55)

Ici, puisque le support du paramètre λ est infini λ ∈ (0,∞), une loi uniforme sur cet intervalle
est impossible à normaliser. Une loi a priori dont la constante de normalisation est infinie est
appelée une loi impropre et une loi dont la constante est finie est appelée une loi propre.

Contrairement à ce que les mathématiques semblent prescrire, une loi a priori impropre est
parfois acceptable. Toutefois, lorsqu’une loi impropre est utilisée : la loi a posteriori doit être
propre. Autrement, elle est également mal définie.

En supposant que λ est une loi uniforme impropre dans le modèle de l’équation (1.55), la loi
a posteriori est

P(λ|X) = P(X|λ)P(λ)
P(X) ∝

N∏
i=1

λXie−λ ∝ λ
∑N

i=1 Xie−Nλ, (1.56)

c’est-à-dire une loi Gamma(∑N
i=1 Xi + 1, N). Comme la loi Gamma est bien définie pour ces

paramètres, la loi a posteriori est propre et la loi uniforme sur λ est acceptable.

On remarque qu’une loi a priori impropre est souvent une forme limite d’une loi conjuguée.
Dans ce modèle de loi de Poisson, la loi a priori conjuguée du paramètre λ est une loi Gamma

P(λ) = ba

Γ(a)λa−1e−bλ. (1.57)

Avec cette loi a priori, la loi a posteriori est

P(λ|X) = P(X|λ)P(λ)
P(X)

∝
(

N∏
i=1

λXie−λ

)
λa−1e−bλ

∝ λ
∑N

i=1 Xi+a−1e−(N+b)λ, (1.58)

soit une loi Gamma(∑N
i=1 Xi +a, N +b). Par comparaison, la loi a priori uniforme correspond

aux hyperparamètres a = 1 et b = 0, une paramétrisation non permise de la loi Gamma (b
est strictement positif).

Pour certains modèles, il est difficile de vérifier analytiquement que la loi a posteriori est
propre. Certains choisissent de négliger cet aspect, mais il est plus judicieux d’utiliser une
autre loi a priori. Par ailleurs, un comportement similaire à une loi uniforme s’obtient avec
une loi a priori propre : il suffit de supposer une très grande variance a priori. Par exemple
puisque la variance de la loi Gamma est a/b2, on peut choisir un grand a ou un petit b.
Pour un traitement numérique, un petit b est préférable à un grand a, car réduire b accroît
la variance plus rapidement que l’espérance E[λ] = a/b.
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1.4.5 Indépendance des paramètres

Une autre hypothèse commune dans les modèles bayésiens suppose l’indépendance a priori
des paramètres. Dans un modèle de loi normale par exemple, il est raisonnable de supposer
l’indépendance entre la moyenne µ et la variance σ2. Or, est-ce que l’hypothèse d’indépendance
a priori implique l’indépendance des paramètres a posteriori ?

Considérons un modèle bayésien quelconque de paramètres θ1 et θ2 qui modélise des données
X. En supposant θ1 et θ2 indépendants a priori, la loi a posteriori est

P(θ1, θ2|X) = P(X|θ1, θ2)P(θ1, θ2)
P(X) ,

∝ P(X|θ1, θ2)P(θ1)P(θ2). (1.59)

L’équation (1.59) illustre que θ1 et θ2 ne sont pas forcément indépendants a posteriori. Plus
précisément, les paramètres sont indépendants a posteriori seulement si la vraisemblance se
sépare en un produit de deux fonctions P (X|θ1, θ2) = f1(X, θ1)f2(X, θ2)

P(θ1, θ2|X) ∝
[
f1(X, θ1)P(θ1)

][
f2(X, θ2)P(θ2)

]
=⇒ P(θ1, θ2|X) = P(θ1|X)P(θ2|X). (1.60)

1.4.6 Modèle hiérarchique

Dans les modèles bayésiens, les lois a priori sont sensibles aux hyperparamètres choisis et
parfois, certains hyperparamètres sont mieux décrits par d’autres quantités physiques. En
vue d’améliorer la robustesse et l’interprétabilité de l’inférence, on introduit les modèles hié-
rarchiques.

Un modèle hiérarchique est un modèle dont les hyperparamètres sont aléatoires plutôt que
fixés. Dans l’exemple de la pièce de monnaie de la section 1.4.2, les hyperparamètres α et
β de la loi a priori sur p pourraient être supposés aléatoires, de sorte que la loi s’écrive
P(p|β, α). De plus, puisque les hyperparamètres sont aléatoires, une loi a priori P(α, β) leur
est également attribuée. De cette manière, le modèle bayésien devient

P(p, α, β|X) = P(X|θ)P(θ|α, β)P(α, β)
P(X) . (1.61)

Étant donné que la loi a priori sur les hyperparamètres dépend aussi d’hyperparamètres, il
est possible de poursuivre cette hiérarchie (un nombre fini de fois cela dit) en considérant
comme aléatoires ces nouveaux hyperparamètres.

D’un côté, en supposant une loi a priori sur un hyperparamètre, celui-ci n’a plus besoin d’être
fixé, ce qui permet d’« adoucir » la loi. De l’autre, si l’hyperparamètre peut s’exprimer par un
ou une combinaison d’autres hyperparamètres physiques, ces derniers sont également inférés
par le modèle bayésien, ce qui facilite l’interprétation des résultats.
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1.4.7 Modèle de mélange et symétries a posteriori

Une des classes de modèles polyvalents en inférence est le modèle de mélange. Ceux-ci per-
mettent de classifier une séquence de données (Xi)N

i=1. Dans un modèle de mélange, Xi est
distribué selon une certaine loi f1(Xi) si celui-ci est de la classe C1 tandis qu’il est distribué
selon une loi f2(Xi) s’il appartient à la classe C2. Mathématiquement, la vraisemblance d’une
donnée Xi est

P(Xi|ci, θ) = 1{ci=1}(ci)f1(Xi) + 1{ci=2}(ci)f2(Xi) (1.62)

où θ sont les paramètres de f1 et f2 et où ci est la classe de Xi. De manière générale, la
vraisemblance d’une donnée est

P(Xi|ci, θ) =
K∑

k=1
1{ci=k}(ci)fk(Xi) (1.63)

pour un modèle à K classes. En l’absence d’information précise sur la classe de chaque donnée,
cette dernière est marginalisée de sorte que les Xi observés sont distribués selon la loi de
mélange

P(Xi|θ) =
K∑

k=1
P(ci = k)fk(Xi). (1.64)

Avec ce type de modèle, la loi a posteriori obtenue nous renseigne sur la probabilité de chacune
des classes. Cette forme de classification procure l’avantage d’être nuancée contrairement à
l’approche de maximisation de la vraisemblance.

Cependant, cette famille de modèles possède un problème intrinsèque : la symétrie de la loi
a posteriori. En effet, si plusieurs distributions fi sont identiques (des lois de Poisson, des
lois normales, etc.), les étiquettes des classes sont indiscernables. Si, par exemple, un modèle
admet une classe A avec fA = Poisson(λA) et une classe B avec fB = Poisson(λB), alors on
peut échanger λA et λB (voir figure 1.5). Cette symétrie est problématique, car elle rend la
loi a posteriori multimodale, de sorte que les statistiques de tendance centrale (espérance,
médiane et mode) n’aient plus de sens.

Une solution à ce problème consiste à imposer une relation d’ordre entre les paramètres. En
effet, sans perte de généralité, on peut supposer que λA < λB. Mathématiquement, ceci est
effectué en tronquant le support d’un paramètre par rapport à l’autre dans la loi a priori

P(λA|λB) ∝ g(λA)1{λA<λB}, (1.65)

où g est une densité a priori quelconque.

1.4.8 Distribution prédictive a posteriori

Une des qualités d’un modèle est son habileté à prédire les comportements à venir. En inférence
bayésienne, ces prédictions sont effectuées avec la distribution prédictive a posteriori. Cette
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Figure 1.5 : Modèle de mélange comportant une symétrie sur les paramètres. La vraisem-
blance est un mélange de deux lois de Poisson avec paramètres 0.5 et 10. Il est impossible de
déterminer si λA = 0.5 et λB = 10 ou λA = 10 et λB = 0.5.

distribution, notée P(X̃|X), est la probabilité de générer les données X̃ conditionnellement
aux données mesurées X

P(X̃|X) =
∫
P(X̃, θ|X)dθ =

∫
P(X̃|θ)P(θ|X)dθ, (1.66)

où P(X̃|θ, X) = P(X̃|θ) est la vraisemblance. La variable aléatoire X̃ est conditionnellement
indépendante à X, car θ contient l’information nécessaire au modèle pour générer les données.
Pour obtenir un échantillon de P(X̃|X), il suffit de générer des données X̃(i)|θ(i) avec la
vraisemblance conditionnée sur des paramètres tirés de la loi a posteriori θ(i)|X. La génération
numérique d’un échantillon est abordée aux sections 1.6 et 1.7.

Dans ce projet de recherche, la distribution prédictive a posteriori est utilisée comme une
forme de validation des résultats obtenus : on s’attend à ce que X̃ ressemble à X suite
au processus d’inférence. Il s’agit d’une approche privilégiée dans l’ouvrage Bayesian Data
Analysis [64].

1.5 Reconstruction de graphes par inférence bayésienne

Les outils présentés dans les sections précédentes nous permettent maintenant de définir un
modèle bayésien de reconstruction de graphes. Cette section présente la méthode de Young
et al. [22].

1.5.1 Modélisation bayésienne

Typiquement, les interactions d’un système ne peuvent pas être observées directement comme
ceci a été illustré à l’introduction avec le régime alimentaire d’animaux. Dans plusieurs sys-
tèmes, une manière de mesurer l’importance d’une interaction entre deux éléments consiste à
compter le nombre de fois que ceux-ci interagissent dans une période de temps donnée. Ces
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observations sont regroupées dans une matrice X dont les éléments xij contiennent le nombre
d’interactions mesurées entre les noeuds i et j. En supposant qu’il existe un graphe d’inter-
actions sous-jacent au système, l’idée de Young et al. est de considérer que si deux noeuds
interagissent (aij = 1), leurs interactions sont mesurées plus souvent que s’ils n’interagissent
pas (aij = 0). L’objectif est ainsi de déduire d’une mesure xij la probabilité que deux éléments
i et j du système soient connectés par un lien.

Pour ce faire, les auteurs modélisent les mesures xij d’une paire (i, j) par un modèle de
mélange dont la classe est déterminée par la présence ou l’absence d’un lien dans le graphe

P(xij |aij , θ) = (1− aij)f0(xij) + aijf1(xij). (1.67)

Puisque la loi Poisson se prête bien aux processus de comptage, les lois f0 et f1 sont supposées
comme des lois de Poisson de paramètres λ0 et λ1 respectivement

P(xij |aij , λ0, λ1) = (1− aij)λ
xij

0
xij ! e−λ0 + aij

λ
xij

1
xij ! e−λ1 =

λ
xij
aij

xij ! e−λaij . (1.68)

Dans ce modèle, si le graphe sous-jacent du système est connu, il est raisonnable de considérer
que les observations mesurées expérimentalement entre les noeuds i et j sont indépendantes
de celles mesurées entre deux autres noeuds k et ℓ. Avec cette supposition, la vraisemblance
est

P(X|G, λ0, λ1) =
∏
i<j

P(xij |aij , λ0, λ1). (1.69)

Étant inconnu, le graphe est supposé aléatoire dans l’interprétation bayésienne. Young et al.
supposent qu’a priori, le graphe est obtenu du modèle G(n, p) présenté à la section 1.3.1

P(G|p) =
∏
i<j

paij (1− p)1−aij . (1.70)

Puisqu’elles dépendent du contexte des données, les lois a priori ne sont pas spécifiées. Ce-
pendant, il est important de traiter la symétrie λ0 ↔ λ1, ce qui peut être effectué en imposant
a priori que λ0 < λ1. Ceci encode l’hypothèse qu’un lien implique un plus grand nombre de
mesures.

En réunissant la vraisemblance et les lois a priori de ce modèle hiérarchique, la loi a posteriori
est la suivante

P(G, λ0, λ1, p|X) = P(X|G, λ0, λ1)P(G|p)P(λ0, λ1, p)
P(X)

= P(λ0, λ1, p)
P(X)

∏
i<j

1
xij !

∏
i<j

λ
xij
aij e−λaij

∏
i<j

paij (1− p)1−aij

 (1.71)

Si les lois a priori conjuguées sont retenues pour le modèle, c’est-à-dire que p suit une loi bêta
et que λ0 et λ1 suivent une loi Gamma, alors une forme fermée s’obtient pour cette loi. Or,
malgré l’utilisation d’une loi a priori conjuguée, la loi a posteriori est d’une forme inconnue
et il est difficile d’évaluer analytiquement ses statistiques.
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1.5.2 Estimation de la probabilité des liens

Une manière d’exprimer la reconstruction du graphe est de déterminer la probabilité a pos-
teriori d’existence de chacun de ses liens

E[aij |X] = 0 · P(aij = 0|X) + 1 · P(aij = 1|X) = P(aij = 1|X)

=
∑
G

aijP(G|X), (1.72)

où la somme énumère l’ensemble des graphes de n noeuds.

Puisqu’il existe au total 2(n
2) graphes de n noeuds, cette somme ne peut généralement pas

s’évaluer autant numériquement qu’analytiquement. De plus, pour obtenir la loi P(G|X), la
loi a posteriori doit être marginalisée

P(G|X) =
∫ 1

0

∫ ∞

0

∫ ∞

0
P(G, λ0, λ1, p|X)dλ0dλ1dp. (1.73)

Bien que ce calcul soit possible analytiquement en choisissant des lois a priori conjuguées, la
distribution sur les graphes résultante n’a pas la forme d’une loi connue. Il est néanmoins pos-
sible d’utiliser cette approche pour estimer l’espérance (1.72) grâce aux méthodes numériques
développées à la section 1.7. Elles requièrent cependant un coût computationnel important
pouvant être évité grâce à l’approche employée par Young et al.

Dans leur article, les auteurs décomposent la loi a posteriori d’une manière alternative

P(G, θ|X) = P(G|X, θ)P(θ|X). (1.74)

Pour obtenir la loi de θ|X, la loi a posteriori est marginalisée sur les graphes

P(θ|X) =
∑
G

P(G, θ|X)

= P(θ)
P(X)

∏
i<j

1
xij !

∑
G

∏
i<j

λ
xij
aij e−λaij

∏
i<j

paij (1− p)1−aij


= P(θ)
P(X)

∏
i<j

1
xij !

∑
G

∏
i<j

[
pλ

xij

0 e−λ0
]aij

[
(1− p)λxij

1 e−λ1
]1−aij

. (1.75)

À partir d’une simple manipulation algébrique, une expression fermée de la somme sur tous les
graphes s’obtient. En effet, si bij représente la quantité associée à un non-lien et cij représente
la quantité associée à un lien, alors le produit du binôme (aij + bij) permet d’énumérer tous
les produits possibles de la forme (bij)aij (cij)1−aij d’un graphe∑

G

∏
i<j

(bij)aij (cij)1−aij =
∏
i<j

(bij + cij) (1.76)

= (b00b01 · · · ) + (c00b01 · · · ) + (b00c01 · · · ) + (c00c01 · · · ) + . . . .
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En utilisant cette relation,

P(θ|X) = P(θ)
P(X)

∏
i<j

1
xij !

∏
i<j

[
pλ

xij

0 e−λ0 + (1− p)λxij

1 e−λ1
]
. (1.77)

En appliquant le théorème de Bayes, la loi de G|X, θ s’obtient également sous une forme
fermée

P(G|X, θ) = P(X|G, θ)P(G|θ)
P(X|θ)

= P(X|G, θ)P(G|θ)P(θ)
P(θ|X)P(X)

=
∏

i<j

[
pλ

xij

0 e−λ0
]aij

[
(1− p)λxij

1 e−λ1
]1−aij

∏
i<j

[
pλ

xij

0 e−λ0 + (1− p)λxij

1 e−λ1
]

=
∏
i<j

Q
aij

ij (1−Qij)1−aij (1.78)

où

Qij = pλ
xij

0 e−λ0

pλ
xij

0 e−λ0 + (1− p)λxij

1 e−λ1
. (1.79)

Les liens du graphe aléatoire G|X, θ sont alors conditionnellement indépendants et existent
avec probabilité Qij . Comme le graphe aléatoire est une séquence de variables aléatoires de
Bernoulli, en générer un échantillon s’effectue à un coût computationnel moindre à partir
de méthodes de Monte-Carlo (présentées à la section 1.6). Cette approche accélère donc
nettement les calculs numériques.

Avec cette décomposition, les variables aléatoires sous leur forme conjointe G, θ|X sont équi-
valentes aux variables aléatoires séparées θ|X et G|X, θ. Afin de générer un échantillon de la
loi a posteriori, il suffit alors de générer un échantillon de G|X, θ et d’appliquer les techniques
numériques de la section 1.7 pour obtenir un échantillon de la loi P(θ|X).

1.6 Méthodes de Monte-Carlo

Comme illustré dans les sections précédentes, les calculs analytiques sont difficiles pour de
nombreux modèles bayésiens. Ces calculs peuvent toutefois être approchés numériquement :
en générant un échantillon de la distribution a posteriori, il est possible d’estimer l’espérance
E[f(θ)|X], la variance V[f(θ)|X] ou encore un centile d’une fonction f des paramètres a
posteriori. Des algorithmes pour générer un échantillon d’une distribution quelconque doivent
alors être élaborés. À cette fin, les méthodes de type Monte-Carlo sont bien adaptées.

Les méthodes de Monte-Carlo forment une famille de méthodes permettant d’obtenir des
résultats numériques à l’aide de nombres aléatoires. Parmi leurs nombreuses applications, ces
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algorithmes permettent notamment d’estimer des intégrales de haute dimension, d’optimiser
des fonctions de manière robuste et de générer un échantillon d’une distribution quelconque.

Cette section présente deux algorithmes pour générer des échantillons numériquement selon
différentes distributions, puis présente un exemple d’utilisation de ces échantillons dans le
cadre d’un calcul d’intégrale.

1.6.1 Générer de l’aléatoire

Autrefois, il était commun d’utiliser une table (provenant d’une expérience physique par
exemple) pour obtenir des nombres aléatoires. Cependant, dans le cadre du calcul par Monte-
Carlo, un grand nombre de variables aléatoires est généralement requis pour obtenir une bonne
approximation comme il sera illustré à la section 1.6.4. Ces tables sont donc peu pratiques
dans ce type d’application.

Pour régler ce problème, les générateurs de nombres pseudo aléatoires (PRNG, de l’anglais
pseudo random number generator) ont été développés. Ces algorithmes basés sur des appli-
cations chaotiques génèrent des séquences ayant une taille quelconque de nombres aléatoires
approximativement i.i.d d’une loi uniforme continue dans l’intervalle [0, 1]. Le générateur
congruentiel linéaire, par exemple, produit une séquence à partir de la relation de récurrence

xn+1 = (axn + c) mod m. (1.80)

Un nombre réel sur l’intervalle [0, 1] est obtenu en divisant les xn par m − 1. Il existe une
grande variété de PRNG qui créent de meilleurs échantillons que le générateur présenté, mais
ce mémoire n’entre pas dans les détails de ceux-ci. Ces sujets sont explorés dans le livre
Random Number Generation and Monte Carlo Methods [65]. Pour la suite de ce document,
l’accès à un PRNG adéquat est tenu pour acquis.

1.6.2 Méthode de la transformée inverse

Pour échantillonner une loi f quelconque, l’algorithme conceptuellement le plus simple est sans
doute la méthode de la transformée inverse. Dans cette méthode, la transformation appropriée
g est appliquée sur une variable aléatoire u ∼ U(0, 1) de sorte que g(u) ∼ f . Ce faisant, une
séquence d’un PRNG est directement traduite à la distribution f . Cette transformation g

est la fonction de répartition inverse de f , ce qu’on démontre ici pour une loi f univariée.
L’algorithme 1 présente en pseudo-code cette méthode.

Démonstration – Une variable aléatoire uniforme transformée par la fonction
de répartition inverse suit la loi f .

Soit U ∼ U(0, 1) et la fonction de répartition CDF de la loi f . Si le domaine d’intégration de
la CDF est restreint au support de f , alors la CDF est une fonction monotone strictement
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fonction TransforméeInverse
U ∼ Uniforme(0, 1)
retourner CDF−1(U)

fin fonction

Algorithme 1 : Pseudo-code de la méthode de la transformée inverse.

croissante et est donc bijective (sa fonction inverse est bien définie). Puisque les inégalités
sont préservées sous l’application d’une fonction monotone croissante,

P
(
{CDF−1(U) ≤ x}

)
= P({U ≤ CDF(x)}).

P({U ≤ u}) est la définition de la fonction de répartition de U

P({U ≤ u}) =
∫ u

0
dx = u.

Ainsi,

P
(
{CDF−1(U) ≤ x}

)
= CDF(x).

La fonction de répartition inverse de la variable aléatoire CDF−1(U) est donc la fonction
de répartition de f , ce qui implique que les deux variables aléatoires sont identiques. ■

À titre d’exemple, trouvons l’inverse de la fonction de répartition pour générer des nombres
aléatoires de la loi exponentielle f(x) = λe−λx. La fonction de répartition est

CDF(x) =
∫ x

0
λe−λydy = −e−λy

∣∣∣∣x
0

= 1− e−λx (1.81)

et la fonction de répartition inverse est

u = 1− e−λx ⇐⇒ x = ln(1− u)
λ

= CDF−1(u). (1.82)

D’autres exemples sont fournis en annexe : l’annexe A.1 applique cette méthode pour échan-
tillonner une loi géométrique tronquée et l’annexe A.2.1 l’applique pour la loi Gamma tronquée
en utilisant une estimation numérique de la fonction de répartition inverse.

1.6.3 Méthode du rejet

Malheureusement, la fonction de répartition inverse de la majorité des distributions n’a pas
de forme fermée connue. Bien qu’elle puisse être évaluée numériquement, il est parfois plus
simple d’utiliser une méthode alternative comme la méthode du rejet.
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Dans la méthode du rejet, une réalisation x est obtenue numériquement d’une loi de proposi-
tion g. En « acceptant » la réalisation x avec probabilité

P(Accepter x|x) = f(x)
Mg(x) , (1.83)

où M est une constante finie telle que Mg(x) ≥ f(x) pour tout x, la distribution des x

acceptés P(x|x accepté) est la loi cible f . L’algorithme 2 décrit en pseudo-code la méthode
du rejet.

fonction MéthodeRejet
faire

S ∼ g(S)
U ∼ Uniforme(0, 1)

tant que U ≥ f(S)
Mg(S)

retourner S
fin fonction

Algorithme 2 : Pseudo-code de la méthode du rejet. En pratique, il est possible de lancer
une erreur après un nombre maximal d’itérations pour éviter une boucle infinie ou trop longue.

Démonstration – La loi des propositions acceptées est la loi f .

Soit la variable aléatoire X continue de densité f à échantillonner, la variable aléatoire
continue Y suivant la distribution de proposition g pour laquelle supp(g) ⊆ supp(f),
une constante finie M choisie telle que Mg(y) ≥ f(y) pour tout y, la variable aléatoire
U ∼ U(0, 1) et l’événement A = {U ≤ f(y)

Mg(y)} ∩ {Y = y} d’une proposition acceptée. Les
variables aléatoires U et Y sont indépendantes. La fonction de répartition de la variable
aléatoire Y conditionnelle à l’événement A est, de la définition (1.7),

P({Y ≤ x}|A) = P({Y ≤ x} ∩A)
P(A) =

∫ x
−∞ g(y)

∫ f(y)
Mg(y)

0 dudy∫∞
−∞ g(y)

∫ f(y)
Mg(y)

0 dudy

=
∫ x

−∞ g(y) f(y)
Mg(y)dy∫∞

−∞ g(y) f(y)
Mg(y)dy

=
∫ x

−∞ f(y)dy∫∞
−∞ f(y)dy

= P({X ≤ x}).

La fonction de répartition de la loi des propositions acceptées est la fonction de répartition
de la variable aléatoire X. Par conséquent, les variables aléatoires Y |A et X sont identiques
et ont la même distribution. ■

Il est obtenu dans la démonstration que P(A) = 1/M , ce qui indique qu’une proposition est
acceptée avec probabilité 1/M . De cette façon, la variable aléatoire du nombre d’itérations
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requis avant d’obtenir une valeur acceptée suit une loi géométrique Geom(1/M). Ce faisant,
l’algorithme prend en moyenne M itérations pour générer une variable aléatoire de f à partir
de g.

Il faut ainsi minimiser la constante M pour maximiser l’efficacité de l’algorithme. La constante
M idéale est donc

M = sup
x∈supp f

f(x)
g(x) . (1.84)

La grandeur M peut s’interpréter comme la ressemblance entre g et f . En effet, plus f et g

sont semblables, plus le supremum du ratio f(x)/g(x) est petit. Par ailleurs, si M = 1, alors
f = g et la proposition g est parfaite, de sorte que les x sont acceptés avec probabilité 1 (mais
ceci est sans intérêt pratique).

Le principal désavantage de cette méthode est qu’obtenir une loi g convenable est parfois
difficile. Notamment, afin que M soit finie, la condition limx→∞ f(x)/g(x) < ∞ doit être
respectée. Ceci signifie que la queue de g doit être plus épaisse que celle de f si le support de f

est infini. De plus, il faut que supp(f) ⊆ supp(g). Enfin, si la complexité algorithmique requise
pour échantillonner g est grande, cette loi de proposition est possiblement inappropriée, car la
méthode du rejet requiert la génération de plusieurs réalisations de g. Un exemple de méthode
du rejet est présenté dans l’annexe A.2.2 pour échantillonner une loi Gamma tronquée.

1.6.4 Application : intégration par Monte-Carlo

Une des principales applications du calcul par Monte-Carlo est l’estimation numérique d’in-
tégrales de haute dimension. Par exemple, pour le modèle bayésien de reconstruction, les
intégrales sur la loi a posteriori permettent de déterminer les caractéristiques des graphes
et des paramètres pour un certain jeu de données. On peut, par exemple, désirer calculer
l’espérance d’une fonction g(G, θ)

E[g(G, θ)|X] =
∑
G

∫
Rk

g(G, θ)P(G, θ|X)dθ, (1.85)

où k dénote le nombre de paramètres dans θ et où la somme sur G énumère tous les graphes
possibles. Un exemple de fonction g intéressante dans le contexte de reconstruction est le
nombre de liens correctement identifiés dans la loi a posteriori (supposant que le graphe
ayant généré X est connu).

Avant de s’intéresser à l’estimation de l’équation (1.85), on explore un exemple simple pour
illustrer la méthode. Supposons qu’on cherche à estimer l’intégrale suivante

I =
∫ 1

0
xdx. (1.86)

Analytiquement, cette intégrale est trivialement 1/2. Développons une méthode Monte-Carlo
pour estimer ce résultat uniquement à partir de l’intégrande et des bornes.
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Figure 1.6 : Calcul Monte-Carlo de l’intégrale (1.86). (a) Aire sous la courbe de l’intégrande
(bleu) et carré de longueur ℓ qui recouvre l’aire sous la courbe (gris). (b) Erreur relative de
l’estimateur Î en fonction de la taille de l’échantillon pour ℓ = 1 et ℓ = 10. L’écart-type calculé
à l’aide de l’équation (1.92) est tracé en pointillé.

L’intégrale (1.86) correspond à l’aire sous la courbe d’un triangle aux côtés de longueur
(1, 1,

√
2). Cette région peut être couverte par un carré de côté ℓ ≥ 1 (voir figure 1.6). Puisque

l’aire de ce carré est 2ℓ2 fois plus grande que l’aire du triangle, un point uniformément tiré
dans le carré a une probabilité p = 1/(2ℓ2) d’être à l’intérieur du triangle. Or, dans une
application typique, le résultat de l’intégrale I est inconnu et la probabilité p ne peut donc
pas être évaluée.

C’est ici qu’entre en jeu le calcul par Monte-Carlo : le résultat de l’intégrale I peut être
déduit d’une estimation de la probabilité p. Cette estimation est effectuée en calculant la
proportion de points générés uniformément dans le carré qui sont à l’intérieur du triangle.
Mathématiquement, avec N points, l’estimateur p̂ est

p̂ := 1
N

N∑
i=1
1∆(Ui), (1.87)

où Ui sont les points uniformément distribués dans le carré et où 1∆(Ui) vaut 1 si le point
est dans le triangle et est 0 sinon. L’estimateur de l’intégrale est alors le produit entre l’aire
du carré et la probabilité qu’un point soit dans le triangle

Î = ℓ2p̂. (1.88)

D’un point de vue général, l’aire d’une région R est estimée à partir de l’aire d’une région
M qui la recouvre. La probabilité p qu’un point U uniformément distribué dans M soit à
l’intérieur de R est

p = E[1R(U)] = A(R)
A(M) (1.89)
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où A(·) dénote l’aire d’une région. En choisissant R comme étant la région entre l’intégrande
et 0, l’aire A(R) = I est le résultat de l’intégrale. Grâce à la loi des grands nombres, l’espé-
rance(1.85) est estimée par la moyenne d’échantillon de variables aléatoires Ui i.i.d. unifor-
mément dans la région M

E[1R(U)] ∼ p̂ = 1
N

N∑
i=1
1R(Ui). (1.90)

En joignant les équations (1.89) et (1.90), on peut estimer l’intégrale avec l’estimateur

Î := A(M)
N

N∑
i=1
1R(Ui). (1.91)

On note qu’un estimateur est une variable aléatoire et une estimation est sa réalisation.
Comme mentionné dans la section 1.2, la distinction entre ces deux concepts n’est pas effec-
tuée.

Par définition, les variables aléatoires Yi := 1R(Ui) sont des variables aléatoire i.i.d. d’une
loi Bern(A(R)/A(M)). Par conséquent, la somme Z := ∑

i Yi est une variable aléatoire bino-
miale [66]. Comme la variance de Z est Np(1− p), l’écart-type SD de l’estimateur Î est

SD
(
Î
)

=
√
V

[
A(M)

N
Z

]
=

√(
A(M)

N

)2
V[Z]

=
√(

A(M)
N

)2
N

A(R)
A(M)

(
1− A(R)

A(M)

)

=

√
A(R)

N
(A(M)−A(R)) ∝ 1√

N
. (1.92)

Une démarche alternative pour arriver à ce résultat fait appel au théorème de la limite centrale.
En effet, puisque les Yi ont des variances finies, le théorème de la limite centrale stipule que
Z suit une loi normale de moyenne Np et de variance Np(1− p) dans la limite où N →∞.

La figure 1.6b présente la décroissance de l’erreur relative entre I et son estimateur Î au cours
d’une simulation numérique Monte-Carlo pour l’intégrale (1.86). On remarque que l’erreur
d’estimation ne décroît pas de façon monotone. En effet, Î est une variable aléatoire et c’est sa
variance qui est une fonction monotone décroissante de la taille d’échantillon, comme illustré
par l’écart-type sur la figure. Dans cet exemple, l’écart-type peut être calculé exactement
puisque I est connu, mais ceci n’est typiquement pas le cas. Enfin, la figure 1.6b met en
lumière l’importance du choix de la région M : l’erreur est sensible au choix du paramètre ℓ

contrôlant la taille de M .

Ce qui fait de l’intégration par Monte-Carlo un outil intéressant est sa généralité. En effet,
la méthode présentée se généralise directement à des intégrales plus complexes et de plus
haute dimension : il suffit d’ajuster les régions R et M et d’utiliser la mesure de volume
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appropriée pour l’espace. La convergence en N−1/2 tient également dans le cas général tant
que les conditions du théorème de la limite centrale sont respectées. Toutefois, la constante de
proportionnalité devant l’erreur dépend de l’aire (ou volume) de M , ce qui indique que l’erreur
devient exponentiellement plus grande lorsque des dimensions sont ajoutées. En revanche,
d’autres approches de type Monte-Carlo comme l’échantillonnage préférentiel permettent de
réduire cette variance (voir Ref. [66]).

Avec cette technique d’intégration, l’espérance de l’équation (1.85) s’estime grâce à

E[g(G, θ)|X] ∼ 1
N

N∑
i=1

g(Gi, θi)P(Gi, θi|X), (1.93)

où Gi sont des graphes aléatoires de n noeuds uniformément distribués et où θi sont des
variables aléatoires distribuées uniformément dans le support de P(θ). Il s’agit donc de la
moyenne de g pondérée par la probabilité a posteriori P(Gi, θi|X).

1.7 Monte-Carlo par chaînes de Markov

En théorie, l’approche Monte-Carlo conventionnelle présentée est suffisante pour évaluer une
espérance de la forme (1.85). En pratique toutefois, plusieurs problèmes majeurs surviennent
à l’équation (1.93) :

• l’évidence P(X) doit être connue pour évaluer P(Gi, θi|X), ce qui nécessite un autre
calcul Monte-Carlo ;

• la grandeur de l’espace des paramètres et des graphes engendre une grande variance sur
l’estimateur ;

• la loi a posteriori a une petite variance, de sorte qu’un très grand échantillon de la
distribution uniforme est requis pour obtenir des contributions P(Gi, θi|X) non négli-
geables.

Il est donc préférable d’utiliser une approche différente pour estimer les caractéristiques de la
distribution a posteriori : les algorithmes de Monte-Carlo par chaînes de Markov (MCMC de
l’anglais Markov Chain Monte Carlo).

Les algorithmes de MCMC forment une famille de techniques pouvant échantillonner une
distribution f quelconque à l’aide d’une chaîne de Markov. Intuitivement, un algorithme
de MCMC parcourt le support en favorisant les réalisations qui ont une plus grande masse
de probabilité. Il s’agit d’une alternative à la méthode de la transformée inverse et à la
méthode du rejet. Son avantage est qu’il permet d’échantillonner aisément des distributions
plus complexes que les autres techniques présentées.
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Afin d’estimer l’espérance de l’équation (1.85), la moyenne d’un échantillon de la loi a poste-
riori généré par l’algorithme de MCMC est calculée. Mathématiquement, en faisant appel à
la loi des grands nombres,

E[g(G, θ)|X] ∼ 1
N

N∑
i=1

g(Gi, θi), Gi, θi ∼ P(Gi, θi|X). (1.94)

L’intérêt de l’estimation par MCMC est qu’elle pallie les problèmes soulevés pour l’estimation
par Monte-Carlo conventionnelle :

• l’évidence ne doit plus être évaluée en utilisant l’algorithme de Metropolis-Hastings
(expliqué à la sous-section 1.7.3) ;

• la variance n’est plus proportionnelle à la taille de l’espace, mais elle dépend de l’auto-
corrélation de la chaîne de Markov générée [67] ;

• tous les éléments de l’échantillon contribuent également à l’estimateur, ce qui assure
une plus grande stabilité du résultat comparé à une loi uniforme.

De surcroît, générer un échantillon de la distribution est avantageux puisque ceci permet
d’obtenir aisément d’autres statistiques comme les centiles et la variance.

Cette section introduit, dans un premier temps, les chaînes de Markov et leurs propriétés afin
de comprendre le fonctionnement des algorithmes de MCMC. Dans un deuxième temps, les
deux algorithmes de MCMC utilisés dans ce travail sont présentés : l’algorithme de Metropolis-
Hastings et l’échantillonneur de Gibbs. Le contenu est inspiré des livres Markov Chains and
Mixing Times (Second Edition) [68] et Monte Carlo Statistical Methods [69].

1.7.1 Chaînes de Markov

Une chaîne de Markov est une séquence ordonnée de variables aléatoires (Xt) dont chaque
Xt+1, nommé état, dépend uniquement de l’état précédent Xt. Le support des variables aléa-
toires Xt est l’espace des états. Dans la chaîne de Markov, le passage d’un état Xt = xi au
suivant Xt+1 = xj est appelé une transition. L’évolution de la distribution des états est dic-
tée par ses probabilités de transition (ou noyau de transition) P(Xt+1 = xj |Xt = xi). Si ses
probabilités de transition sont constantes dans le temps

P(xj |xi) := P(Xt+2 = xj |Xt+1 = xi) = P(Xt+1 = xj |Xt = xi) ∀t, (1.95)

la chaîne de Markov est dite homogène. Comme tous les algorithmes de MCMC présentés
utilisent des chaînes de Markov homogènes, les probabilités de transitions sont notées P(xj |xi)
.
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La distribution des états à un temps t+1, notée πt+1 s’obtient de la marginalisation du noyau
de transition avec la distribution des états précédente πt

πt+1(xj) =
∑

i

P(xj |xi)πt(xi) ∀j. (1.96)

La chaîne a donc une distribution initiale des états π0, de manière similaire à un système
physique qui possède des conditions initiales (énergie, vitesse, position, etc.).

Si une distribution des états π∗ est invariante sous l’évolution temporelle de la chaîne

π∗(xj) =
∑

i

P(xj |xi)π∗(xi) ∀j, (1.97)

elle est dite stationnaire. De plus, s’il existe une distribution des états π′ telle que l’évolution
est symétrique par rapport au temps

P(xj |xi)π′(xi) = P(xi|xj)π′(xj), (1.98)

la chaîne de Markov est réversible. La loi π′ est stationnaire par construction∑
i

P(xj |xi)π′(xi) =
∑

i

P(xi|xj)π′(xj) = π′(xj)
∑

i

P(xi|xj) = π′(xj). (1.99)

Lorsqu’il existe une séquence finie de transitions de probabilités non nulles permettant le
passage de l’état xi à l’état xj et de l’état xj à l’état xi, les états xi et xj communiquent. La
chaîne de Markov est irréductible lorsque toutes les paires d’états communiquent.

Finalement, pour une chaîne de Markov irréductible, T (xi) dénote l’ensemble des tailles t de
séquences pour lesquelles le passage d’un état xi vers lui-même a une probabilité non nulle (en
passant ou non par d’autres états). La période de l’état xi est le plus grand commun diviseur
de T (xi) ; une chaîne est dite apériodique si tous ses états ont une période de 1.

1.7.2 Convergence vers la distribution stationnaire

Lorsque son espace des états est fini, une chaîne de Markov admet une distribution stationnaire
unique si elle est irréductible et apériodique. De plus, la distribution des états de la chaîne
converge en distribution vers la loi stationnaire selon la variation totale dans la limite où
t → ∞ pour toute distribution initiale π0 [68]. L’existence et l’unicité de la distribution
stationnaire peuvent être démontrées pour des chaînes de Markov avec un espace des états
infini, mais ceci requiert d’autres concepts et propriétés qui ne seront pas abordés dans ce
document (voir Ref. [69] pour plus de détails).

Ces propriétés permettent de comprendre le principe des algorithmes de MCMC : en créant
une chaîne de Markov dont la distribution stationnaire est f , la distribution des états tend vers
f dans la limite où t → ∞. Toutefois, puisqu’une chaîne de Markov simulée numériquement
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ne peut pas évoluer pendant un temps infini, quand a-t-elle atteint sa loi stationnaire dans
une simulation ?

En fait, comme notée par Robert et Casella [69], la convergence en distribution n’est gé-
néralement pas problématique pour les simulations par MCMC. Admettant que la loi cible
f attribue une probabilité significative à l’état initial X0, la chaîne de Markov se comporte
comme si elle était à l’équilibre. Les caractéristiques à surveiller dans une simulation sont
plutôt la corrélation entre les états Xt ainsi que la vitesse d’exploration de l’espace.

1.7.3 Algorithme de Metropolis-Hastings

La principale difficulté des algorithmes de MCMC est de construire la chaîne de Markov
qui converge vers la distribution stationnaire recherchée. Heureusement, il existe un algo-
rithme simple et très général qui permet de construire cette chaîne aisément : l’algorithme de
Metropolis-Hastings (MH) [70]. Dans le MH, une chaîne de Markov est construite de sorte
qu’à chaque temps t, un état y est proposé selon une distribution de proposition q(y|Xt) condi-
tionnelle à l’état courant Xt. L’état y n’est toutefois pas automatiquement assigné à Xt+1 : il
est accepté selon la probabilité d’acceptation

α(y, X) = min
(

1,
f(y)q(X|y)
f(X)q(y|X)

)
. (1.100)

L’algorithme 3 présente en pseudo-code la méthode. Comme f apparaît sous forme de ratio,
il n’est pas nécessaire de calculer sa constante de normalisation. En effet, f(y)/f(Xt) =
g(y)/g(Xt) pour une fonction g ∝ f . Il s’agit d’un avantage significatif en inférence bayésienne
puisque la constante de normalisation du modèle est typiquement difficile à calculer.

fonction MetropolisHastings(X0, N)
pour tout t ∈ {1, 2, . . . , N} faire

Y ∼ q(Y |X)
U ∼ Uniforme(0, 1)
si U ≤ α(Y, X) alors

Xt ← Y
sinon

Xt ← Xt−1
fin si

fin pour
retourner (Xi)N

i=1
fin fonction

Algorithme 3 : Pseudo-code de l’algorithme de Metropolis-Hastings.

Selon cet algorithme d’acceptation-rejet, les probabilités de transition de la chaîne de Markov

41



(Xt) sont

P(xj |xi) =

 α(xj , xi)q(xj |xi) si i ̸= j,

1−∑k ̸=i α(xk, xi)q(xk|xi) autrement,
(1.101)

où la probabilité que l’état Xt+1 = xj soit le même état que Xt = xi correspond à la somme
des probabilités qu’un état proposé y soit refusé.

Grâce à la manière dont elle est construite, la chaîne de Markov de MH est réversible pour la
loi f , ce qui assure que la loi f est une distribution stationnaire. Ceci est validé en vérifiant
que l’équation (1.98) est respectée. Si i ̸= j, alors

P(xj |xi)f(xi) = min
(

1,
f(xj)q(xi|xj)
f(xi)q(xj |xi)

)
q(xj |xi)f(xi) = min

(
q(xj |xi)f(xi), q(xi|xj)f(xj)

)
,

P(xi|xj)f(xj) = min
(

1,
f(xi)q(xj |xi)
f(xj)q(xi|xj)

)
q(xi|xj)f(xj) = min

(
q(xi|xj)f(xj), q(xj |xi)f(xi)

)
,

alors que l’équation est trivialement respectée si i = j.

Afin que l’algorithme de MCMC fonctionne, la distribution de proposition q doit satisfaire
deux conditions. Premièrement, la loi stationnaire est seulement si la chaîne est irréduc-
tible, signifiant que la distribution de proposition doit permettre d’explorer l’espace complet.
Deuxièmement, la chaîne de Markov doit être apériodique pour qu’une loi stationnaire existe.
Toutefois, ceci est rarement problématique parce qu’il existe généralement au moins un état
proposé qui a une probabilité non nulle d’être refusé P(xi|xi) > 0. Il est également possible de
proposer des états identiques pour forcer une probabilité P(xi|xi) non nulle. Si la chaîne est
irréductible et P(xi|xi) > 0, alors la chaîne est apériodique puisque le temps de la chaîne peut
être « décalé » pour atteindre des états qui ne serait autrement qu’accessibles à un certain
multiple k > 1 de t.

Au moment de concevoir et d’ajuster un algorithme de MH, il est important de s’assurer
que celui-ci parcourt adéquatement l’espace. D’un côté, une distribution q qui propose des
états trop peu probables risque d’engendrer un taux d’acceptation trop bas. De l’autre, une
loi q proposant des états trop probables risque d’explorer trop lentement le support. On
note également que les algorithmes de MCMC ont généralement de la difficulté à explorer les
différents modes d’une distribution multimodale. Toutefois, des algorithmes ont été développés
afin d’amoindrir ce problème [71, 72].

Pour valider le bon comportement et la qualité de l’exploration de la chaîne de Markov simulée,
il existe plusieurs diagnostics empiriques comme le facteur de réduction potentielle d’échelle
(potential scale reduction factor) [73] ou encore la taille effective d’échantillon [67].
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1.7.4 Échantillonneur de Gibbs

L’échantillonneur de Gibbs est un cas particulier de l’algorithme de MH qui permet d’échan-
tillonner une loi conjointe à partir de ses lois conditionnelles. Supposons maintenant que f

est loi conjointe de paramètres (θi)p
i=1. Pour échantillonner f selon cet algorithme, un ordre

quelconque des indices i est choisi à chaque temps t, puis chaque paramètre est échantillonné
séquentiellement dans cet ordre selon la loi conditionnelle P(θi|θ−i), où θ−i dénote l’ensemble
des paramètres excluant θi. L’algorithme 4 présente en pseudo-code la méthode.

fonction Gibbs(θ(0), N)
θ ← θ(0)

S ← [ ]
pour tout t ∈ {1, 2, . . . , N} faire

r ← (1, 2, . . . , p) réarrangé aléatoirement
pour tout i dans r faire

θi ∼ P(θi|θ−i)
fin pour
S[t]← θ

fin pour
retourner S

fin fonction

Algorithme 4 : Pseudo-code d’un échantillonneur de Gibbs pour une loi conjointe de p
paramètres (θi)p

i=1. θ(0) est l’état initial de la chaîne de Markov et N est la taille de l’échantillon
désiré.

On montre que les mises à jour θi ∼ P(θi|θ−i) sont en fait des propositions de type MH
acceptées avec probabilité 1. La distribution de proposition d’un paramètre θi est

qi(θ∗|θt) =

P(θ∗
i |θt

−i) si θ∗
−i = θt

−i

0 autrement
(1.102)

où θt dénote les paramètres θ au temps t de la chaîne de Markov et où P
(
θ∗

i |θt
−i

)
est la

probabilité de proposer l’état θ∗
i . La condition θ∗

−i = θt
−i est imposée, car seul le paramètre

θ∗
i est proposé par la loi qi au temps t. La probabilité d’accepter θ∗ est alors

α(θ∗, θt) = f(θ∗)
f(θt)

qi(θt|θ∗)
qi(θ∗|θt)

= f(θ∗)
f(θt)

P(θt
i |θt

−i)
P(θ∗

i |θt
−i)

=
P
(
θt

−i

)
P
(
θ∗

i |θt
−i

)
P
(
θt

−i

)
P
(
θt

i |θt
−i

) P(θt
i |θt

−i)
P(θ∗

i |θt
−i)

= 1 (1.103)
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où f(θ) = P(θ−i)P(θi|θ−i). Cette courte démonstration provient du livre Bayesian data ana-
lysis [64].

En pratique, un ordre fixe d’échantillonnage des paramètres est souvent prédéterminé pour
simplifier et accélérer légèrement l’algorithme numérique. Cependant, les garanties statis-
tiques de convergence supposent un ordre uniformément distribué. He et al. [74] montrent
que le temps de convergence peut varier d’un facteur polynomial entre les deux approches. Ils
illustrent pour différents modèles qu’un ordre particulier de paramètres permet d’obtenir une
convergence plus rapide et que la convergence est significativement plus lente pour d’autres
ordres. Il semble donc judicieux de choisir un ordre aléatoire pour obtenir une convergence
rapide et robuste.

Cet algorithme est au coeur de l’aspect numérique du projet de recherche décrit au chapitre 2.
Un exemple détaillé d’application de cet algorithme se trouve à l’annexe 2.9.
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2.1 Avant-propos

Dans le chapitre 1, les hypergraphes, les principes de l’inférence bayésienne et plusieurs tech-
niques numériques d’échantillonnage ont été présentés. En construisant sur ces concepts, ce
chapitre introduit un nouveau modèle de reconstruction d’hypergraphes par inférence bayé-
sienne.

2.2 Résumé

La tâche de reconstruction de réseau vise à estimer la structure d’un système complexe à partir
de données de diverses sources telles que des séries temporelles, des mesures « instantanées »
prises dans un court laps de temps ou des comptes d’interactions. Des travaux récents ont exa-
miné ce problème dans le contexte de graphes où toutes les relations impliquent précisément
deux entités. Dans cet article, nous étudions le problème général de reconstruction d’un réseau
dans lequel des interactions d’ordre supérieur existent également. Nous nous concentrons sur
un exemple minimal de ce problème, les hypergraphes ayant des interactions entre des paires
(liens) et des triplets (triangles) de noeuds mesurées de manière imparfaite et indirecte. Nous
développons un algorithme de Metropolis-Hastings-within-Gibbs pour ce modèle et l’utilisons
pour mettre en lumière les défis uniques qui se présentent avec les modèles d’ordre supérieur.
Finalement, nous montrons que pour la plupart des réseaux réels et synthétiques, ce nouveau
modèle reconstruit la structure avec une plus grande précision qu’un modèle de graphe avec
deux types de liens.

2.3 Abstract

The network reconstruction task aims to estimate a complex system’s structure from various
data sources such as time series, snapshots, or interaction counts. Recent work has examined
this problem in networks whose relationships involve precisely two entities—the pairwise case.
Here we investigate the general problem of reconstructing a network in which higher-order
interactions are also present. We study a minimal example of this problem, focusing on
the case of hypergraphs with interactions between pairs and triplets of vertices, measured
imperfectly and indirectly. We derive a Metropolis-Hastings-within-Gibbs algorithm for this
model to highlight the unique challenges that come with estimating higher-order models.
We show that this approach tends to reconstruct empirical and synthetic networks more
accurately than an equivalent graph model without higher-order interactions.

2.4 Introduction

Networks are a convenient model for the intricate structure of complex systems, in which
interactions between any pair of the system’s constituting elements can be directly interpreted
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as edges between the corresponding vertices of a graph. In typical network analyses, these
pairwise interactions will initially be unknown as we cannot observe them directly; one must
instead define a model of what is and is not an interaction and put this model to the data to
identify the relevant network. For instance, we might define a pollinator and a plant species as
interacting if a pollinator prefers a particular species over others. This definition will then let
us infer a plant-pollinator interaction network by observing how often each pollinator visits
each plant and processing the data with an appropriate statistical model [44, 75].

Numerous methods have been proposed to perform this critical step of the network analy-
sis process, commonly called graph reconstruction. They span a broad range of statistical
and machine learning techniques and are often tailored to the specific field for which they
have been developed [12]. Gene regulatory networks, for instance, have been reconstructed
with methods ranging from random forests [13] to methods based on Pearson correlation in
temporal windows [14] or in ordinary differential equations [15]. Bayesian frameworks based
on genomic features [16] or random-walk-based algorithms [76] have been used to estimate
protein-protein interaction networks; while brain networks have been measured with a vast
range of methods like cross-frequency phase synchronization [77], Granger causality [78], and
matrix-regularized network learning frameworks [79]. More general methods have also been
developed to reconstruct diverse datasets [9, 19–22].

While convenient, graphs are fundamentally limited to encoding dyadic connections and
higher-order interactions aren’t always reducible to a set of pairwise ties [25, 25, 80]. For
example, empirical evidence shows that accounting for such higher-order interactions can
enhance models of cortical dynamics [24], of biodiversity [26, 81, 82], and of social group for-
mation [83]. If they are to reap the benefits of such representations, network science methods
should be able to handle higher-order interactions whenever dyadic relationships are insuffi-
cient.

There has been significant recent progress in adapting the network science methods to higher-
order representations [23], but the higher-order reconstruction problem has no fully satisfac-
tory solution to date. For instance, direct generalizations of dyadic algorithms are impractical
due to the extraordinary amount of data they require to function [23]—a network of n vertices
can support up to 2n hyperedges so naively measuring every edge becomes rapidly infeasible
with growing n. Recent work has addressed this issue partially by using pairwise data to
make inferences about possible higher-order structures [29] or filters on incomplete hyperedge
data [31]. However, no method to date can simultaneously handle reconstruction and noise
in the pairwise measurements.

This paper introduces a Bayesian framework to infer higher-order structural interactions from
imperfect pairwise measurements. We study a minimal example of this problem, focusing on
the case of hypergraphs with interactions between pairs and triplets of vertices, measured
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imperfectly and indirectly. Instead of providing a point estimate, this framework offers a
distribution of the possible hypergraphs compatible with all the available observations. The
range of structures provided by this distribution allows us to compute error bars for various
network measurements and the outcomes of network processes. We also present a network
modeling approach that encodes the projection of hyperedges as different types of pairwise
interactions to analyze the importance of the correlation induced by these higher-order inter-
actions. Finally, we compare the reconstruction accuracy of these two frameworks on synthetic
observations generated from various synthetic and empirical hypergraphs.

2.5 Methods

Let us assume that we possess some measurements X = [xij ]i,j=1,...,n of the pairwise inter-
actions of the units of a complex system composed of n elements. In general reconstruction
problems, these observations could take on many forms, such as time series correlation of
brain regions [84] or the direct observation of the presence (or absence) of edges in a net-
worked system [9], to name only two examples. To keep our presentation of the methods
concrete, we will focus on the case where xij is an integer number of observed interactions
for vertices i and j. Our objective is to infer the interactions in a hidden latent structure S
under the assumption that these interactions shape the observed behavior of the system (i.e.,
the measurements). This latent structure could be any type of structural representation such
as graphs, simplicial complexes, or hypergraphs.

We expect the observation data to be noisy, meaning that remeasuring the system could lead
to different values X. We also expect that similar (different) interactions in S could lead to
very different (similar) measurements. For instance, two pairwise observations xij and xrs

could be identical even if the pair (i, j) interacts in S while (r, s) does not. To account for
these fluctuations, we develop a Bayesian inference framework, a fully probabilistic approach
producing a probability distribution over the different structures S compatible with the data
X.

2.5.1 Data model

We first specify the likelihood P (X|S, µ), which expresses how the observations X are related
to the latent structure S and any additional parameters of the observation processes µ. We
assume that the structure S encodes three types of symmetrical interactions: each pair (i, j)
can interact weakly (ℓij = 1), interact strongly (ℓij = 2) or not interact (ℓij = 0). For
instance, measurements X of a social network could be the number of conversations recorded
between acquaintances (ℓij = 1), friends (ℓij = 2) or strangers (ℓij = 0).

For a fairly broad range of measurement processes, it will often be reasonable to model the
observed number of interactions xij between vertices i and j with conditionally independent
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Likelihood (type 2)

Figure 2.1: Illustration of a typical distribution of pairwise interactions X produced by the
data model. The frequencies of the pairwise interactions are shown in gray. The contribution
of each type of interaction to the likelihood is shown in red.

Poisson random variables. Hence, the observation xij is only determined by its associated
type of interaction ℓij and average µℓij

, leading to the likelihood

P (X|S, µ) =
∏
i<j

µ
xij

ℓij

xij ! e
−µℓij , (2.1)

where µ = (µ0, µ1, µ2). Figure 2.1 illustrates the distribution of pairwise observations modeled
by Eq. (2.1). This model will only be appropriate if the errors on two distinct measurements
xij and xrs are not correlated, and every xij is the outcome of numerous independent ob-
servations of an ongoing measurement process with constant success rate. We make these
assumptions to provide a simple illustration of our inference framework, but we stress that
it is general enough to account for more general and diverse types of data, distributions, and
structures.

2.5.2 Structural models

The next step is to specify the latent structural model P (S|ϕ), which is a prior probability
on each interaction ℓij conditioned on some additional parameters collectively denoted by
ϕ. This distribution encodes our hypothesis on the structure of interactions of the system
before we make any measurements. For instance, we might expect person i to be more likely
to develop a friendship with person j than with person k because i and j live in the same
neighborhood.

To highlight the role of latent higher-order interactions in the reconstruction procedure (or
lack thereof), we consider two models for the structure S: a hypergraph model (S = H) and
a categorical-edge model with a graph structure (S = G).
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Hypergraph model

We define the hypergraph structure H = (V, E, T ) as a set of vertices V with 2-edges E and
3-edges T . We limit the size of the hyperedges to 3 for the sake of simplicity, although larger
hyperedges could easily be considered by adapting the data model in Eq. (2.1) accordingly. We
opt for a simple hypergraph model in which the existence of each hyperedge is conditionally
independent from the others. Denoting as p (q) the probability of existence of 3-edges (2-
edges), the probability of H is

P (H|ϕH) = qh1(1− q)(
n
2)−h1ph2(1− p)(

n
3)−h2 , (2.2)

where ϕH = {p, q} are the parameters, h1 = |E| is the number of 2-edges and h2 = |T | is the
number of 3-edges.

We connect this structure to the data model by assigning a type ℓij to each pair of vertices
as

ℓij =


2 if (i, j) ∈ ∆,

1 if (i, j) ∈ E and if (i, j) ̸∈ ∆,

0 otherwise.

(2.3)

where ∆ is the set of pairs covered by a 3-edge

∆ = {(i, j) | ∃ k s.t. (i, j, k) ∈ T}. (2.4)

To make further progress, we must make a few arbitrary choices since the full model—the
joint distribution of the data and latent structure—can be re-parametrized in ways that do
not affect the distribution over labels and, therefore, over data. These symmetries will cause
identifiability problems when we use the model to make inferences about latent hypergraphs,
so we address them immediately.

First, since the mapping from hypergraph to labels is lossy, the presence of some edges can
be hidden by others. For example, if vertices i and j are connected by both a 2-edge and
a 3-edge, then the interaction will be considered of type ℓij = 2, as if the 2-edge did not
exist—removing them does not affect the interaction type and consequently does not change
the value of the likelihood given at Eq. (2.1). 3-edges can also hide other 3-edges, as depicted
in Fig. 2.2. Hence, we must bear in mind that we will only be able to make inferences about
“visible” edges.

Second, the full model is susceptible to label-switching and thus needs additional adjustments.
Indeed, while a non-interacting pair (ℓij = 0) and a pair of vertices connected by a 2-edge
(ℓij = 1) are associated with different distributions of observations because they have distinct
means µ0 and µ1, it is possible to change the structure H and the parameters µ in a way
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(a)

(b)

Figure 2.2: Examples of structural configurations with hidden edges. The presence or absence
of the (a) 2-edge and (b) 3-edge shown in red does not alter the type of interaction ℓij of the
vertices, which is the same for all configurations. Hence, the likelihood in Eq. (2.1) has the
same value, and we say that these red hyperedges are hidden by the other 3-edges.

that will not affect the overall likelihood of a dataset X. This can be done by replacing every
non-interacting pair of H by a 2-edge and vice versa while also swapping the value of µ0

and µ1. We address this label-switching symmetry it in the standard way by imposing that
µ0 < µ1 or, equivalently, by thinking of non-interacting pairs as associated with a smaller
expected number of interactions than interacting pairs.

The label ℓij = 2 can also technically be exchanged with the labels ℓij = 0 and ℓij = 1, but
because they are inherited from a latent hypergraph that correlates multiple pairs of vertices,
the problem will only manifest itself in very specific situations. Namely, every 2-edge has to
belong to at least one triangle formed by two other 2-edges or projected 3-edges (this worst-
case hypergraph is described in section 2.6.3). Since a vanishing fraction of hypergraphs
exhibit this specific configuration, imposing µ1 < µ2 is unnecessary to disambiguate most
configurations. That said, in practice, we found it useful to impose µ0 < µ2. Type 1 and
type 2 interactions are typically sparse, which means that type 0 interactions are dense. Non-
interacting pairs could therefore seem to form many triangles and could be interpreted as the
projection of 3-edges. Imposing µ0 < µ2 avoids any confusion.

Categorical-edge model

Our second model involves graphs with categorical edges G = (V, E1, E2) defined as a set of
vertices V , of weak edges E1, and of strong edges E2. The types of interaction are then

ℓij =


2 if (i, j) ∈ E2,

1 if (i, j) ∈ E1,

0 otherwise.

(2.5)

Much like in the hypergraph case, we adopt an agnostic model and assume a priori that
the categorical edges are placed randomly according to a simple two-step generative pro-
cess: strong edges are created independently with probability q2 and weak edges are created
independently in the remaining unconnected pairs with probability q1

P (G|ϕG) = qm1
1 (1− q1)(

n
2)−m1−m2qm2

2 (1− q2)(
n
2)−m2 , (2.6)
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Categorical model

Hypergraph model

Zachary's karate club
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Edge-wise estimatorMaximum a posteriori

Figure 2.3: Inference process on a small dataset. (a) Original network of Zachary’s karate
club [85]. (b) Hypergraph representation of the Zachary’s karate club, see main text. (c)
Illustration of the structure corresponding to the estimators ŜMAP and ŜEW for the categorical-
edge model. Strong edges are shown in orange. (d) Same as (c) but using the hypergraph
model. (e) Confusion matrix built using the ŜMM estimators for the interaction types. (f)
Same as (e) but using the hypergraph model. The inference was done on synthetic observations
generated using µ = (0.01, 20, 30). The Maximum a posteriori (MAP) structure maximizes
the posterior distributions [Eqs. (2.8) and (2.9)], while the edge-wise structure contains the
edges and hyperedges that exist in at least half of the samples of the posterior distributions.
The estimator for the type of interaction, noted ℓ̂ij , is used to build the confusion matrix. It
corresponds to the most likely type of interaction for vertices i and j.

where ϕG = {q1, q2}, m1 = |E1| and m2 = |E2| are the number of weak edges and strong
edges respectively.

There are no hidden edges in this model but the label switching problem is now three-fold:
ℓij = 0 can be swapped with ℓij = 1, but also ℓij = 0 with ℓij = 2 and ℓij = 1 with ℓij = 2.
As for the hypergraph model, we address this issue by imposing µ0 < µ1 < µ2. Hence, we
suppose that non-interaction pairs are less frequently measured than interactions and that
weak interactions are less frequently measured than the strong ones.

2.5.3 Posterior distributions

Combining the quantities defined above, the Bayes formula yields the posterior distribution
P (S, µ, ϕ|X) of each structural model

P (S, µ, ϕ|X) = P (X|S, µ)P (S|ϕ)P (µ, ϕ)
P (X) , (2.7)

where P (µ, ϕ) is a conjugate prior distribution (see Appendix 2.8 for details) and P (X) is a
normalization factor that needs not be specified.
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Table 2.1: Properties of the synthetic and empirical hypergraph datasets. The table shows
the number of vertices (n), the number of type-1 and type-2 interactions, the relative recon-
struction error (ϵ) for both the categorical-edges graph model and the hypergraph model, as
well as the fraction of 2-edges that are hidden under a 3-edge (E∆). The relative reconstruc-
tion error (ϵ) shown here is the median of the relative reconstruction error for 10 observation
matrices generated with µ = (0.01, 40, 50).

Hypergraph n interaction ϵ E∆
type 1 type 2 Categor. Hyper.

Zachary’s karate club [85] 34 11 67 0.13 0.11 0
Crimes [86] 202 57 209 0.11 0.05 0
Sexual contacts [87] 159 47 108 0.11 0.05 0
Plant-pollinator [88] 57 51 128 0.11 0.11 0.80
Languages [89] 150 30 242 0.07 0.03 0
Hypergraph SBM [58] 100 60 76 0.44 0.03 0.20
Triangle-edge CM [59] 100 107 89 0.52 0.09 0.32
β-model [60] 100 61 56 0.51 0.33 0.70
Best-case 100 92 93 0.38 0.01 0
Worst-case 100 100 100 0.36 0.50 1

Combining Eqs. (2.2) and (2.6) with (2.7) yields the following posterior distributions

P (H, µ, ϕH |X) = P (µ, ϕ)
P (X) qh1(1− q)(

n
2)−h1ph2(1− p)(

n
3)−h2

∏
i<j

(µℓij
)xij

xij ! e
−µℓij (2.8)

and

P (G, µ, ϕG|X) = P (µ, ϕ)
P (X) qm1

1 (1− q1)(
n
2)−m1−m2qm2

2 (1− q2)(
n
2)−m2

∏
i<j

(µℓij
)xij

xij ! e
−µℓij , (2.9)

which both weight every structure-parameters tuple (S, µ, ϕ) according to their compatibility
with the observations X and their prior probabilities.

Equations (2.8)–(2.9) are not closed forms of known distributions, with the main complica-
tion being due to the presence of edge labels ℓij in the likelihood. Hence, any meaningful use
of these posterior distributions will require the generation of samples from it, which in turn
will be used to estimate statistics such as percentiles, the average and the variance of vari-
ous functions f(S, µ, ϕ). To this end, we have derived a Metropolis-within-Gibbs algorithm
whose details are discussed in Appendix 2.9. A C++/Python implementation is available
at https://github.com/DynamicaLab/hypergraph-bayesian-reconstruction. The algo-
rithm returns a series of tuples {(St, µt, ϕt)}t=1,...N sampled in proportion to Eq. (2.7), for
either structural models.
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2.6 Results

2.6.1 Case study: Zachary’s Karate Club

We first illustrate the framework with a simple case study based on Zachary’s Karate Club [85].
Our goal will be to recover the latent structure of this system, encoded as a hypergraph H,
given synthetic data X generated with the likelihood of Eq. (2.1) and µ = (0.01, 20, 30). This
µ makes it fairly easy to discern non-interacting pairs but leads to some overlap between the
two other types of interactions, which will allow us to highlight the influence of higher-order
interactions on the accuracy on the inference (see Fig. 2.1 which illustrates the distribution
of pairwise measurement for this choice of parameters). The structure of the original Karate
Club only contains dyadic observations which makes for an uninteresting test of our method,
so we add the 3-edges that are found by a separate hypergraph inference technique [29]. (We
break down any hyperedge larger than 3 vertices into multiple 3-edges.) We show the original
graph and associated hypergraph in Figs. 2.3a and 2.3b—we use the latter throughout our
case study.

With this hypergraph structure fixed, we generate a synthetic dataset X and approximate
its associated posterior distribution using samples generated with the Markov chain Monte
Carlo (MCMC) algorithms described in Appendix 2.9. From these samples, we derive two
estimators of the structure: the maximum a posteriori (MAP) estimator

ŜMAP = argmax
S

P (S|X), (2.10)

corresponding to the latent structure that maximizes the posterior distribution, and the edge-
wise estimator ŜEW that only contains the weak/strong edges or 2-edges/3-edges with a
marginal posterior probability above 0.5, e.g., for the hypergraph model

ŜEW = {e| e ∈ E ∪ T, P (e|X) > 0.5}, (2.11)

where P (e|X) is the marginal probability that edge e is present. We complement these
structural estimators with an estimator of the type of each pairwise interaction, the maximum
marginal estimator

ŜMM = {ℓ̂ij | i, j ∈ V }, (2.12a)

where

ℓ̂ij = argmax
ℓij∈{0,1,2}

P (ℓij |X) (2.12b)

is the most likely type of interaction type for vertices i and j (ties are broken by choosing a
type at random).

Figures 2.3c and 2.3d show ŜMAP and ŜEW for both models fitted to the same realization
of the data X. In both cases, we see that our inference framework reconstructs the original
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(a) Best-case (b) Worst-case

Figure 2.4: Illustration of the generation of the best-case and worst-case hypergraphs. (a) The
best-case hypergraphs are obtained by first generating a random hypergraph using Eq. (2.2)
and then removing any 2-edge that creates triangle when projecting the hypergraph onto the
pairwise interactions. (b) The worst-case hypergraphs are generated from a graph with cliques
of 2-edges and in which each triangle can be promoted to a 3-edge with a given probability.

structure quite accurately, though both estimators miss a few 3-edges. While some of them
are genuine errors, quite a few missing 3-edges are simply hidden and thus unrecoverable (as
defined in section 2.5.2).

Thankfully, these missing hidden 3-edges have little impact on the accuracy of our framework
when it comes to predicting the interaction label ℓij . Figures 2.3e and 2.3f show this with
confusion matrices, a generalization of statistical errors (type I and type II errors) for multiple
classes. The element crs of this matrix denotes the number of times a pairwise interaction of
type ℓij = r has been predicted as ℓ̂ij = s by the maximum marginal estimator ŜMM. Hence,
a perfect reconstruction corresponds to a diagonal matrix. The major difference between
both confusion matrices is that the categorical-edges model uses weak edges and strong edges
somewhat interchangeably, which results in reconstruction errors that go both ways. In
contrast, the hypergraph model has no false positive 3-edges. This is due to the restrictive
nature of 3-edges: each type-2 pairwise interaction must be associated with at least two other
type-2 pairwise interactions (as long as the 3-edge is not hidden). As a result, our framework
will err on a more conservative side when assigning larger hyperedges: The framework will
assign ℓij = 1 unless there is sufficient evidence in the neighborhood of vertices i and j that
supports a 3-edge. This additional neighborhood information is what allows the hypergraph
model to have a smaller sum of off-diagonal elements in the confusion matrix, meaning that
it more accurately retrieves the interaction types.

2.6.2 Expanded dataset

Next, we study the performance of our inference framework on a broader collection of synthetic
and empirical hypergraphs. For the empirical datasets, we select a network of crimes [86],
a network of sexual contacts [87], a plant–pollinator network [88] and a network of lan-
guages [89]. The original datasets are all bipartite, so we again adapt them to our purpose
by interpreting one of the two vertex types as hyperedges: individuals are vertices and crimes
are hyperedges, sex workers are vertices and hyperedges are their clients, pollinators are the
vertices and the plants they pollinate are hyperedges, vertices are countries and hyperedges
are languages spoken. We drop hyperedges with more than five vertices to keep a sufficient
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number of 2-edges in the hypergraph, and we also remove any isolated vertex. We also re-use
the hypergraph derived from Zachary’s Karate Club above.

We complement these empirical datasets with hypergraphs generated using the three computer
models, namely (i) the superimposed stochastic block model [58] (two unequal communities
of 30 and 70 vertices with connection probabilities of q11 = 0.05, q12 = q21 = 0.001 and
q22 = 0.02 for 2-edges, and of p1 = 0.005 and p2 = 0.0001 for 3-edges inside communities
and pout = 0.00001 outside communities), (ii) a triangle-edge configuration model of 100
vertices [59] (with degrees drawn from independent geometric distributions of means 2 and
3 for 2-edges and 3-edges, respectively), and (iii) the β-model for layered hypergraphs [60]
(with vertex propensities of 2-edges and 3-edges drawn from normal distributions of averages
−4.5 and −5 and of standard deviations 2.5 and 2, respectively).

As before, we generate a series of synthetic observations with the likelihood in Eq. (2.1)
and µ = (0.01, 40, 50), and then sample the posterior distribution to compute the confusion
matrices of both models. We summarize our results using the fraction of misclassified type-1
and type-2 interactions, a quantity we call the relative reconstruction error

ϵ = c10 + c12 + c20 + c21
c10 + c11 + c12 + c20 + c21 + c22

, (2.13)

where crs are the elements of the confusion matrix. The results are reported in Table 2.1 where
we see that the hypergraph model performs at least as well as the categorical-edge model. The
following section explores the factors influencing the performance of the hypergraph model.

2.6.3 When are the hyperedges most relevant

To gain better insights on the factors influencing the performance of the hypergraph model,
we consider two extreme cases: a “best-case hypergraph’ and a “worst-case hypergraph”.

In the best-case hypergraphs, groups of 3 vertices can only be connected by a 3-edge. This
means that vertices (i, j, k) can form a triangle in projected pairwise interactions only if
ℓij = ℓik = ℓjk = 2. As a result, there is no ambiguity on whether or not triangles are a
mix of 2-edges and projected 3-edges, and 3-edges can be distinguished from triangles of non-
interacting pairs since they have greater pairwise measurements. This effectively makes the
neighborhood of any pair of vertices very informative on its type of interaction. We generate
such hypergraphs by removing the 2-edges that do not respect the imposed constraint from
a hypergraph generated with the prior (2.2) (see Fig. 2.4).

The worst-case hypergraphs only contain 2-edges if they form a triangle in the projection. In
other words, ℓij = 1 is only possible if there exists another vertex k such that ℓikℓjk > 0. As
a result, there is no longer a difference in the observations between a 3-edge and a triangle
comprised of a mixture of 2-edges and projected 3-edges; the neighborhood of a pairwise
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observation is uninformative. To produce these worst-case hypergraphs, we generate graphs
with cliques of 2-edges where each triangle is promoted randomly to a 3-edge (see Fig. 2.4).

To estimate how much a given hypergraph resembles the best-case or the worst-case, we
compute the proportion of 2-edges inside projected triangles

E∆ = 1
h1

∑
(i,j)∈E

1−
∏
k∈V

1[(i, k), (j, k) ̸∈ ∆ ∪ E]. (2.14)

The closer E∆ is to 0, the closer the hypergraph is to a best-case hypergraph, and the closer
the E∆ is to 1, the closer the hypergraph is to a worst-case hypergraph.

Revisiting Table 2.1, we see that E∆ is related to the error ϵ and that errors for each hyper-
graph range between the best-case and the worst-case. However, the proportions ρk of pairs
predicted as type k, defined as

ρk = c0k + c1k + c2k(n
2
) , (2.15)

also play a role in ϵ: when a type of interaction is being observed at a similar rate to another,
models will most likely favor the type with the largest proportion as it leads to a better fit.

Table 2.1 also shows that empirical hypergraphs are generally closer to a best-case hyper-
graph than to a worst-case. This is due to the sparsity of interactions of empirical complex
systems: we expect that most 2-edges are not part of projected triangles. For that reason,
the hypergraph model works better than the categorical-edges graph model for the majority
of systems. And when the hypergraph model errs, both models tend to err as confirmed by
the last two lines of Table 2.1.

2.6.4 Impact of data means

To complete our analysis, we study the impact of the parameters µ on the reconstruction
by varying µ1 while keeping µ0 = 0.05 and µ2 = 50 fixed, for the two families of extreme
hypergraphs described above (with n = 100 vertices). Doing so allows us to identify the
regimes in which the hypergraph model displays a better performance. In addition to the
relative reconstruction error ϵ, we also consider two additional summary statistics: the entropy
S of the label distribution, and the sums of residuals Rk.

We define the entropy of the label distribution as

S = −
2∑

k=0
ρk log3 ρk. (2.16)

This statistic measures the effective number of interactions predicted by the models: it is 0
if only one type of interaction exists and it is 1 if ρ0 = ρ1 = ρ2 = 1

3 . Because the empirical
datasets we consider are sparse, most pairs of vertices do not interact, meaning that S is
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Figure 2.5: Impact of the measurement rate (µ1) of type-1 interactions on the reconstruction
of a best-case hypergraph. (a) Relative reconstruction error ϵ. (b) Entropy S. (c) Sums of
residuals Rk. The observations were generated with µ0 = 0.01, µ2 = 50 and various µ1 using
the hypergraph model (blue) and the categorical-edges graph model (orange). The hypergraph
model displays (a) a smaller reconstruction error (b) a larger entropy and (c) lower residuals
than the categorical-edges graph model, which indicates a better reconstruction. Symbols
represent the median, light colored shadings are percentiles 2.5 and 97.5 and dark colored
shadings are percentiles 25 and 75 of the metrics for 200 synthetic observations. Residuals
were evaluated using 200 predictive observation matrices and the best-case hypergraph was
generated using p = 0.00017 and q = 0.019.

small. Nevertheless, comparing entropy values allows us to detect when a model completely
ignores a type of interaction.

The sums of residuals Rk are defined as

Rk =
∑
i<j

(xij − x̃ij)δk,ℓij
, (2.17)

where X̃ = [x̃ij ]i,j=1,...,n is an observation matrix generated synthetically from the posterior-
predictive distribution [22, 90]. For each sample point S̃, µ̃ ∼ P (S, µ|X), we generate pre-
dictive matrices X̃ from the likelihood (2.1). This is known as a form of posterior–predictive
check, and it quantifies the goodness of fit of a model by checking that the fitted model
can adequately reproduce the original data. The statistics Rk will reveal biases in the fitted
model, with Rk ≈ 0 only when the predicted pairwise observations x̃ij are on average equal
to the pairwise observations xij for the interactions of type k.

Figures 2.5 and 2.6 show that the relative reconstruction error generally increases as µ1
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Figure 2.6: Impact of the measurement rate (µ1) of type-1 interactions on the reconstruction
of a worst-case hypergraph (see Fig. 2.5 for details). While the categorical-edges graph has
a similar performance to the best-case hypergraph (Fig. 2.5), the hypergraph model cannot
distinguish 3-edges from 2-edges with triangles, which results in a worse reconstruction. This
is seen with (a) a larger reconstruction error (b) a smaller entropy and (c) larger residuals. The
worst-case hypergraph was constructed from 20 5-cliques in which triangles were promoted
to 3-edges with probability 0.19.

approaches µ0 or µ2. This behavior is expected because there is a greater overlap between
the corresponding Poisson distributions in the observations X. When this overlap is large,
interaction types are represented similarly in the observations X, which makes them difficult
to infer. Figures 2.5 and 2.6 also show that the entropy generally decreases and stabilizes
to a lower plateau as µ1 approaches µ2. This is due to a similar phenomenon: with the
increasing overlap, models favor one type of interaction over the other to the point where
one type of interaction disappears. Once the interaction types have “merged”, the entropy
remains constant.

For the best-case hypergraph, we clearly see in Fig. 2.5 that the hypergraph model overall
outperforms the categorical-edges graph model. Figure 2.5a shows that the hypergraph model
makes very little reconstruction errors for all sets of parameters. This translates to a higher
entropy, as seen in Fig. 2.5b, and to a smaller predictive bias in Fig. 2.5c. We conclude that
the worse performance observed for the categorical-edges graph model is explained by weak
and strong edges ending up being interchangeable because of their pairwise nature. Without
the information from the neighborhood that 3-edges imply, the interaction type of a pair ℓij

must be deduced from its observation xij alone.
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For the worst-case hypergraph, Fig. 2.6 illustrates that the categorical-edges graph model
slightly outperforms the hypergraph model. We believe this is due to the prior distribution
of the 3-edge probability p: because there are

(n
3
)

possible 3-edges compared to
(n

2
)

possible
2-edges, there is a much larger number of 3-edges than strong edges for the same probability.
In this worst-case setting, 3-edges are almost indistinguishable from 2-edges since triangles
are mixture of 2-edges and projected 3-edges. Thus, there is no improvement brought by the
hypergraph model, which suggest that this hypergraph representation is not appropriate.

2.7 Conclusion

Mounting evidence collected in recent years support that the behavior of many complex
systems require taking into account high-order interactions. However, many of the tools of
this rapidly expanding field have yet to find practical applications still as measurements of
higher-order systems remains challenging to this day.

We presented a minimal Bayesian inference framework that makes progress in this direction,
by reconstructing hypergraphs from noisy observations of their pairwise projection. Using
synthetic and empirical datasets, we illustrated the impact that taking into account high-
order interactions has on the accuracy of the reconstruction. Notably, we identified the
regimes where high-order interactions yield fewer reconstruction errors, due to the fact that
hyperedges require the use of local information contained in the neighborhood of vertices.

Although the inference framework introduced here is fairly general, we illustrated it using
simple data and hypergraph models to avoid obfuscating its presentation unnecessarily. Thus,
future work should be done to apply our framework to hypergraphs with hyperedges larger
than 3-edges, and to non-Poissonian data models. Doing so will require to treat carefully the
way higher-order interactions are assumed to be encoded in the pairwise observation data; as
we have shown, hidden hyperedges can hinder high quality reconstruction. A possible solution
worth investigating involves the use of simplicial complexes, a more restricted higher-order
structure in which a hyperedge of size k implies every hyperedge of size k − 1. Yet, how to
connect pairwise interactions to such higher-order interactions remains an open question and
is a testament to the bright future Bayesian inference of higher-order interactions has over
the coming years.
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2.8 Appendix A: Prior distributions

We use the conjugate priors for each parameter in the model, which correspond to Beta
distributions

q1 ∼ Beta(ξ, ζ) (2.18a)

q2 ∼ Beta(ξ, ζ) (2.18b)

p ∼ Beta(ξ, ζ) (2.18c)

q ∼ Beta(ξ, ζ). (2.18d)

In all experiments we set ξ = 1.1 and ζ = 5 which encourages sparsity while discouraging the
complete removal of a interaction types (a null probability).

As discussed in the main text, we address the potential label switching problem of edge
types by imposing an order for the parameters µ = (µ0, µ1, µ2), which can be viewed as a
prior on these parameters [91]. For the categorical-edge model, we impose a total ordering
µ0 < µ1 < µ2 while the correlations produced by the triangles of the hypergraph model allow
us to only assume the partial order µ0 < µ1 and µ0 < µ2 under the assumption that the
difference of hyperedge size is sufficient to break symmetries. These considerations translate
into the following conjugate distributions for the categorical-edges model

µ0 ∼ Gamma(α0, β0) (2.19a)

µ1|µ0 ∼ TruncGamma(µ0,∞)(α1, β1) (2.19b)

µ2|µ1 ∼ TruncGamma(µ1,∞)(α2, β2), (2.19c)

and for the hypergraph model we have

µ0 ∼ Gamma(α0, β0), (2.20a)

µ1|µ0 ∼ TruncGamma(µ0,∞)(α1, β1) (2.20b)

µ2|µ0 ∼ TruncGamma(µ0,∞)(α2, β2). (2.20c)

We use the following probability density functions for x ∼ Gamma(α, β) and y ∼ TruncGamma(c,d)(α, β):

f(x) = 1
Γ(α)xα−1e−βx (2.21)

g(y) =
1(c,d)(y)

γ(d, α)− γ(c, α)
1

Γ(α)yα−1e−βy, (2.22)

where γ is the lower incomplete gamma function and 1 is the indicator function. In all our
numerical experiments, we set the priors α0 = α1 = α2 = 1.05 and β0 = β1 = β2 = 0.5.
In another inference setting, these should be adjusted to reflect prior knowledge about the
dataset X.
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2.9 Appendix B: Sampling algorithms

We use a Gibbs sampler to sample the joint posterior distribution P (S, θ|X), where θ = {µ, ϕ}.
This class of algorithms allows us to sample from arbitrary joint distributions by sampling from
each of its conditional distributions in alternance, here the parameter distribution P (θ|S, X)
and the structural distribution P (S|X, θ). In what follows, we derive these sampling distri-
butions and determine algorithms that generate samples from them.

2.9.1 Sampling the parameters

We break down the sampling of the parameters θ in sequential sampling steps for each of
the individual parameters, meaning that when sampling from P (θ|S, X), each parameter is
conditionally independent to the others. This marginal distribution is noted P (θ∗|θ−θ∗ ,S, X)
where θ−θ∗ represents all parameters excluding θ∗. Using Bayes’ formula, one can see that
this distribution is proportional to the posterior distribution

P (θ∗|θ−θ∗ ,S, X) = P (S, θ|X)
P (S|X) ∝ P (S, θ|X). (2.23)

Using Eqs. (2.2), (2.6) and (2.18), we directly find that

q1|θ−q1 , G, X ∼ Beta(m1 + ξ, (n
2)−m1 −m2 + ζ) (2.24a)

q2|θ−q2 , G, X ∼ Beta(m2 + ξ, (n
2)−m2 + ζ) (2.24b)

q|θ−q, H, X ∼ Beta(h1 + ξ, (n
2)− h1 + ζ) (2.24c)

p|θ−p, H, X ∼ Beta(h2 + ξ, (n
3)− h2 + ζ), (2.24d)

which are all beta distributions. A random variable z ∼ Beta(a, b) can be sampled rapidly
with standard univariate sampling methods available in most statistical software packages,
for example as z = x/(x + y) where x ∼ Gamma(a) and y ∼ Gamma(b) [92].

To sample the parameters µ = (µ0, µ1, µ2), we rearrange the product inside Eq. (2.1) as

P (X|S, θ) =
∏
i<j

(
1

xij !

) 2∏
k=0

µX(k)
k e−µkL(k) (2.25)

where

X(k) =
∑
i<j

xijδk,ℓij
(2.26)

L(k) =
∑
i<j

δk,ℓij
(2.27)

are, respectively, the sum of observations with label k and the number of pairs with label
k, and where δ being the Kronecker delta. Combining Eqs. (2.6) and (2.23) yields for the
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categorical-edges graph model

µ0|θ−µ0 , G, X ∼ TruncGamma(0,µ1)(X(0)+α0, L(0)+β0) (2.28a)

µ1|θ−µ1 , G, X ∼ TruncGamma(µ0,µ2)(X(1)+α1, L(1)+β1) (2.28b)

µ2|θ−µ2 , G, X ∼ TruncGamma(µ1,∞)(X(2)+α2, L(2)+β2). (2.28c)

Combining Eqs. (2.2) and (2.23) yields for the hypergraph model

µ0|θ−µ0 , H, X ∼ TruncGamma(0,µ−)(X(0)+α0, L(0)+β0) (2.29a)

µ1|θ−µ1 , H, X ∼ TruncGamma(µ0,∞)(X(1)+α1, L(1)+β1) (2.29b)

µ2|θ−µ2 , H, X ∼ TruncGamma(µ0,∞)(X(2)+α2, L(2)+β2) (2.29c)

where µ− = min{µ1, µ2}.

Since this step is revisited often by our algorithm, we combine three sampling methods to
ensure rapid and accurate sampling in all cases [93]: rejection sampling using a gamma dis-
tribution if the rejection probability is low, a more costly inverse transform sampling using
incomplete gamma inverse function, and rejection sampling with an adjusted “linear distri-
bution” if all other methods fail. The main interest in using the linear distribution is that it
provides a good approximation of the density for small intervals. The inverse transform sam-
pling often works, but can suffer from numerical instabilities especially for small truncation
intervals.

We define the linear probability density function as

f(x) = 1 + cx

2 , x, c ∈ [−1, 1] (2.30)

where c is the slope. A sample from this distribution is obtained using its inverse cumulative
distribution function

CDF−1(u) =
√

c2 − 2c + 4cu + 1− 1
c

(2.31)

where u is a continuous random variable uniformly distributed on [0, 1].

In the rejection sampling algorithm, the support of this distribution is adjusted to match the
truncated gamma distribution and c is the slope of a line connecting the truncated gamma
density evaluated at the lower bound to the density evaluated at the upper bound.

2.9.2 Sampling graphs with categorical edges

The distribution used to sample the categorical-edges graph model is derived by following a
similar reasoning as for Eq. (2.23). We first observe that

P (S|θ, X) = P (S, θ|X)
P (θ|X) ∝ P (S, θ|X). (2.32)
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Combining this expression with Eqs. (2.9) and (2.18) yields

P (G|θ, X) ∝ qm1+ξ−1
1 (1− q1)(

n
2)−m1−m2+ζ−1qm2+ξ−1

2 (1− q2)(
n
2)−m2+ζ−1

×
∏
i<j

(µℓij
)xij

xij ! e
−µℓij . (2.33)

The edge labels ℓij induce complicated interactions between the parameters, so we turn to
a Metropolis-Hastings (MH) algorithm to generate samples from this distribution as it does
not appear to correspond to a well known closed-form distribution.

The MH algorithm is initialized at the ground truth hypergraph projection and the ground
truth parameters except in Table 2.1 where it is initialized at a graph with no strong edges
and weak edges wherever xij > 0 and at parameters µ and ϕG set to the maximum likelihood
estimator obtained from a Poisson mixture model. At each iteration, we propose to increment
a interaction type with probability η and to decrement a interaction type with probability
1− η. We use η = 0.5 in our numerical simulations.

If the algorithm reaches a point where the graph is fully connected with strong edges (or
empty), than we propose to decrement (or increment) a type with probability 1. The pair
(i, j) whose type is to be decremented is chosen uniformly among all pairs whose type is not
zero. The pair (i, j) whose type is to be incremented is chosen proportionally to the weight

wij =

xij + 1 if ℓij < 2

0 otherwise.
(2.34)

The proposal probability of a new graph G∗ conditioned on the current graph G is

Q(G∗|G, X) = a
ηwij∑
i<j wij

+ (1− a) 1− η

m1 + m2
(2.35)

where a = 1 if the label is to be incremented and a = 0 if it is to be decremented. Finally,
the proposal is accepted with probability

α(G∗|G) = min
(

1,
P (G∗, θ|X)Q(G|G∗, X)
P (G, θ|X)Q(G∗|G, X)

)
(2.36)

where Q(G|G∗, X) is the probability of reverting the proposed move.

2.9.3 Sampling hypergraphs

Combining Eqs. (2.8), (2.18) and (2.32), we find

P (H|θ, X) ∝ P (θ)
P (X)qh1+ξ−1(1− q)(

n
2)−h1+ζ−1ph2+ξ−1(1− p)(

n
3)−h2+ζ−1

×
∏
i<j

(µℓij
)xij

xij ! e
−µℓij , (2.37)
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which, again, is not a standard distribution. Hence we use a MH algorithm to generate
samples of it in a similar fashion as for the categorical-edges graph model.

The MH algorithm is initialized at the ground truth hypergraph and parameters except in
Table 2.1 where it is initialized at a hypergraph with no 3-edge and 2-edges wherever xij > 0
and at parameters µ and ϕH set to the maximum likelihood estimator obtained from a Poisson
mixture model. At each iteration, one of six possible moves is proposed:

1. add (a=1) a 2-edge with probability ν2η;

2. remove (a=0) a 2-edge with probability ν2(1−η);

3. add (a=1) a 3-edge with probability ν3η;

4. remove (a=0) a 3-edge with probability ν3(1−η);

5. add (a=1) hidden 2-edges with probability (1−ν2−ν3)η;

6. remove (a=0) hidden 2-edges with probability (1−ν2−ν3)(1−η).

We use η = 0.5 and ν2 = ν3 = 0.4999.

If the algorithm reaches a point where either no 2-edge or 3-edge can be added (removed),
then one is removed (added) with probability 1. If a move in which hidden 2-edges should
be added/removed has been picked and that move is not possible (e.g. there are no hidden
2-edge to be removed), a completely new move is randomly chosen.

The proposed move, that would transform the hypergraph H into a new one H∗, is accepted
with probability

α(H∗|H) = min
(

1,
P (H∗, θ|X)Q(H|H∗, X)
P (H, θ|X)Q(H∗|H, X)

)
. (2.38)

We now detail the proposal probability ratio Q(H|H∗,X)
Q(H∗|H,X) for each of the 6 possible moves.

When a 3-edge is to be removed, it is chosen uniformly among the existing 3-edges. When a
3-edge is to be added, the three vertices (i, j, k) are chosen in three steps: pick i ∼ P (i), pick
j ∼ P (j|i) and pick k ∼ P (k|i) where

P (i) =
∑

l ̸=i(xil + 1)∑
r

∑
s ̸=r(xrs + 1) (2.39a)

P (j|i) = xij + 1∑
l ̸=i(xil + 1) . (2.39b)

Since the order in which vertices are chosen does not matter, the probability that triplet
(i, j, k) is chosen is

P (i, j, k) = 2P (i)P (j|i)P (k|i) + 2P (j)P (i|j)P (k|j) + 2P (k)P (i|k)P (j|k). (2.40)
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If this selection process results in the triplet (i, j, j) or chooses an existing 3-edge, then the
proposed move is automatically rejected since the distribution is only supported on simple
hypergraphs. Altogether, the proposal probability ratio for moves involving 3-edges can be
summarized as

Q(H|H∗, X)
Q(H∗|H, X) =

( 1
ηP (i, j, k)

1− η

h2 + a

)2a−1
. (2.41)

When a 2-edge needs to be removed, it is chosen uniformly among the existing 2-edges. When
a 2-edge (i, j) needs to be added, it is chosen proportionally to the weight

ωij =

xij + 1 if (i, j) ̸∈ E

0 otherwise.
(2.42)

Altogether, the proposal probability ratio for moves involving 2-edges can be summarized as

Q(H|H∗, X)
Q(H∗|H, X) =

(∑
r<s ωrs + a(xij + 1)

η(xij + 1)
1− η

h1 + a

)2a−1

(2.43)

Our definition of the types of interactions ℓij [Eq. (2.3)] implies that hidden 2-edges do
not contribute to the likelihood [Eq. (2.1)]; their addition/removal depends solely on the
hypergraph model. However, the cost of removing a 3-edge depends on the number of hidden
2-edges underneath. Because of this asymmetry, we found that running the MH algorithm
with the four previous moves tend to get stuck with certain configurations of hidden 2-edges.
Our solution has been to propose two additional moves specifically targeting hidden 2-edges.

To propose the addition/removal of hidden 2-edges, we first regroup every existing hidden 2-
edges into a set C0 and every “nonexistent” hidden 2-edges into a set C1. (These nonexistent
hidden 2-edges are interactions of type 2 for which the corresponding 2-edge does not exist.)
We then draw the number m of 2-edges to add/remove from a truncated geometric distribution
of parameter χa on the interval [2, |Ca| ]. If |Ca| < 2, a new move is picked randomly as the
chosen one cannot be performed. We force m ≥ 2 to ensure these two additional moves do
not overlap with the previous two moves involving 2-edges in the MH algorithm acceptance
probabilities. Finally, we choose uniformly m hidden 2-edges in Ca and store them in the set
e; their addition/removal consist in the proposed move. The probability of a given set e is

P (e|Ca, χa) = (1− χa)|e|−2χa

1− (1− χa)|Ca|−1

(
|Ca|
|e|

)−1

, (2.44)

and the proposal probability ratio for moves involving hidden 2-edges only is

Q(H|H∗, X)
Q(H∗|H, X) =

(1−η

η

)2a−1 P (e|C1−a
⋃

e, χ1−a)
P (e|Ca, χa) . (2.45)

In the simulations, we use χ0 = 0.99 and χ1 = 0.01 as we want to remove more frequently
than add hidden 2-edges.
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2.9.4 Convergence

We stop the two previous MH algorithms whenever the likelihood stabilizes, meaning the
chains have reached stationarity. We consider that this has happened when the relative change
in the average likelihood of the last W iterations is smaller than a tolerance parameter δ. We
use W = 20000 and δ = 0.02 in our simulations.

Further, to ensure the MH algorithm runs long enough but not too long, we set a minimum
Imin and maximum Imax number of iterations. We adjust these values empirically with a test
run, but they are roughly Imin = 105 and Imax = 106. Finally, for each posterior distribution
sample, we run four chains and keep the one with the highest average likelihood.

2.10 Appendix C: Regime µ1 > µ2 and confusion matrices

We mentioned in Sec. 2.5.2 that conditions such as µ1 < µ2 or µ1 > µ2 need not be imposed in
the prior distributions since 2-edges and 3-edges are fundamentally different. As a complement
to the analysis presented in Sec. 2.6.3, we investigate the case where µ2 is varied between
µ0 = 0.05 and µ1 = 50.

Comparison between Figs. 2.5 and 2.6 and Figs. 2.7 and 2.8 suggests that both scenarios are
quite similar, as expected. In particular, note that the apparent swap in the sums of residuals
for the categorical-edges graph model is simply due to the redefinition of ℓij to accommodate
the restriction that µ1 < µ2 in the model. Indeed we redefine

ℓij =


1 (i, j) ∈ E2,

2 (i, j) ∈ E1,

0 otherwise.

(2.46)

The only noteworthy difference between the two sets of simulations occurs when µ2 approaches
µ0. We observe the same phenomenon than when µ1 approaches µ2 from the left: the in-
formation in the neighborhood used by the hypergraph model allows for a more accurate
reconstruction (i.e., smaller ϵ, larger S). Interestingly, this effect is also apparent in the
worst-case hypergraphs.

Figures 2.9, 2.10, 2.7d and 2.8d show the normalized confusion matrix for the best-case and
worst-case hypergraphs. The entries of the normalized confusion matrix c̃rs are the proportion
of interactions of type ℓij = r that were predicted as ℓ̂ij = s by the model

c̃rs = crs

cr0 + cr1 + cr2
. (2.47)

For instance, the element c̃21 is the proportion of projected 3-edges predicted as 2-edges in
the hypergraph model.
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When the categorical-edges graph model ends up inferring only one type of interaction, there
are two equivalent reconstructed graphs: all interactions are weak edges or all interactions
are strong edges. Noting that in less extreme cases, the model naturally favors strong edges
due to the larger associated variance in the likelihood, we set all interactions to strong edges
whenever it labels them all as a weak edges.

We see that for the best-case structure in Figs. 2.9 and 2.7d, the hypergraph model makes
little to no error. As we increase µ1, we also observe a gradual increase of the number of
misclassified weak edges for the categorical-edges model. For the worst-case structure, the
results in Figs. 2.10 and 2.8d show the the hypergraph model favors 3-edges and that the
categorical-edges model favors strong edges.
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Figure 2.7: Impact of the measurement rate (µ2) of type-2 interactions on the reconstruction
of a best-case hypergraph. (a) Relative reconstruction error ϵ. (b) Entropy S. (c) Sums
of residuals Rk. (d) Normalized confusion matrix. The observations were generated with
µ0 = 0.01, µ1 = 50 and various µ2 using the hypergraph model (blue) and the categorical-
edges graph model (orange). The hypergraph model displays (a, d) less reconstruction errors
(b) a larger entropy (c) lower residuals than the categorical-edges graph model, which indicates
a better reconstruction. See the caption of Fig. 2.5 for details on the numerical experiment.
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Figure 2.8: Impact of the measurement rate (µ2) of type-2 interactions on the reconstruction
of a worst-case hypergraph. (a) Relative reconstruction error ϵ. (b) Entropy S. (c) Sums
of residuals Rk. (d) Normalized confusion matrix. The observations are generated with
µ0 = 0.01, µ1 = 50 and various µ2 using the hypergraph model (blue) and the categorical-
edges graph model (orange). The hypergraph model displays (a, d) more reconstruction
errors (b) a smaller entropy (c) greater residuals than the categorical-edges graph model,
which indicates a worse reconstruction. See the captions of Figs. 2.5 and 2.6 for details on
the numerical experiment.
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Figure 2.9: Normalized confusion matrix associated to the simulation of Fig. 2.5. The
categorical-edges graph model favors the strong edges when µ1 approaches µ2, which leads to
an inferior reconstruction compared to the hypergraph model that commits little to no error.
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Figure 2.10: Normalized confusion matrix associated to the simulation of Fig. 2.6. While the
categorical-edges model still favors strong edges to weak edges, the hypergraph model favors
more strongly 3-edges and displays a worse performance for the worst-case hypergraph.
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Conclusion

L’accumulation récente de résultats empiriques suggère l’insuffisance des graphes pour la
modélisation des systèmes complexes réels : des objets mathématiques pouvant encoder les
interactions d’ordre supérieur doivent être utilisés. Or, une grande partie des données de
systèmes ne mesurent que les interactions dyadiques, et ces mesures sont souvent indirectes.
Malgré la proportion considérable de ce type d’observations, l’importance des interactions
d’ordre supérieur et l’étude minutieuse de la reconstruction de graphes dans la littérature, il
n’existe aucune méthode à ce jour qui reconstruit la structure d’interactions d’ordre supérieur
à partir de ces mesures.

Dans cette optique, le projet de maîtrise avait comme objectif de proposer une approche de
reconstruction d’hypergraphes qui tient compte du bruit inhérent aux données. À partir de
cette méthode, le but secondaire était de déterminer l’importance des corrélations induites
par les interactions d’ordre supérieur au niveau de la précision de la reconstruction.

En se basant sur le contenu théorique du chapitre 1, deux modèles d’inférence bayésienne ont
été introduits au chapitre 2 : un premier suppose un graphe avec des liens catégoriques (un lien
est « fort » ou « faible ») comme structure d’interactions et un second suppose un hypergraphe
latent comprenant des 2-liens et des 3-liens. Cette méthode se démarque en s’appliquant
directement sur des mesures dyadiques bruitées. Effectivement, Roy-Pomerleau [28] ainsi que
Young et al. [29] reconstruisent les interactions d’ordre supérieur à partir de données de graphe
supposées exactes et Santoro et al. [30] les reconstruisent à partir de séries temporelles, une
autre forme commune de données.

Également au chapitre 2, les deux modèles d’inférence ont été comparés. Pour les différents
hypergraphes reconstruits, il a été constaté que le modèle d’hypergraphe commet au plus le
même nombre d’erreurs que le modèle de graphe aux liens catégoriques à l’exception d’un hy-
pergraphe difficile à inférer par construction. L’analyse a ainsi révélé un lien entre la structure
de l’hypergraphe et la qualité de la reconstruction : moins il existe de 2-liens qui forment des
triangles dans la projection, plus la reconstruction effectuée par le modèle d’hypergraphe est
précise. Dans le cas idéal où aucun triangle projeté ne contient de 2-lien, le modèle détecte
presque parfaitement les types d’interactions pour les différents régimes de paramètres, une
nette amélioration par rapport au modèle de graphe. Toutefois, dans le pire cas où tous les 2-
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liens font partie d’un triangle, l’erreur du modèle d’hypergraphe surpasse le modèle de graphe.
De ce comportement on déduit que la restriction des 3-liens en triangles, une corrélation en-
gendrée par la projection, est ce qui permet d’améliorer la précision de la reconstruction.
Effectivement, contrairement au modèle de graphe qui ne considère que l’observation xij pour
déterminer le type d’une paire ℓij , le modèle d’hypergraphe s’informe de tous les triangles
(xij , xik, xjk) qui comprennent la paire (i, j) pour distinguer un 3-lien d’un 2-lien. Enfin, le
modèle d’hypergraphe parvient généralement à de meilleurs résultats en raison de la faible
abondance et concentration des interactions d’un réseau réel et des modèles d’hypergraphe
aléatoire qui visent à reproduire les réseaux réels. Avec ces caractéristiques, la plupart des
2-liens ne forment pas de triangles.

Néanmoins, la contribution de ce projet est principalement conceptuelle. Malgré son excellente
performance, le modèle bayésien dans sa forme actuelle modélise un nombre limité de jeux de
données. En effet, seules les observations discrètes sont modélisées avec une loi de Poisson,
et si les données n’ont pas la forme d’un mélange de lois de Poisson, la limitation en degrés
de liberté de la vraisemblance risque de produire des résultats insatisfaisants. Ainsi, les lois
du mélange devraient être adaptées afin de rendre l’approche plus utile pratiquement. Il est
aussi à noter que le modèle d’hypergraphe requiert un coût computationnel plus important
que le modèle de graphe, ce qui signifie qu’il pourrait être mis de côté dans un contexte ou
l’importance des hyperliens est moindre.

Étant un premier pas dans la reconstruction d’interactions d’ordre supérieur, de nombreuses
pistes d’exploration méritent d’être présentées. Notamment, le modèle d’hypergraphe se géné-
ralise à des hyperliens connectant plus de trois noeuds. Cependant, en raison de l’information
limitée contenue dans une valeur scalaire d’une paire, l’inférence de ce modèle serait sans
doute difficile. Ce faisant, il serait avantageux d’incorporer des données supplémentaires à la
vraisemblance telles que des séries temporelles de noeuds, des mesures d’interactions d’ordre
supérieur ou simplement d’autres types d’observations dyadiques. Un autre défi associé à
cette généralisation provient du nombre grandissant d’interactions cachées. Effectivement, en
utilisant la projection présentée, le nombre d’interactions cachées possibles croît exponentiel-
lement avec la taille des hyperliens permise. Il serait donc préférable dans ce contexte de
remplacer l’hypergraphe par un complexe simplicial, un cas particulier d’hypergraphe dans
lequel l’existence d’une interaction de taille k implique l’existence de toutes les interactions
de taille k− 1 connectant les mêmes noeuds (un 3-lien (i, j, k) implique les 2-liens (i, j), (i, k)
et (j, k), par exemple).

Hormis cette généralisation à de plus grandes interactions, d’autres avenues d’exploration
bonifieraient notre compréhension et l’applicabilité du modèle. Par exemple, généraliser le
modèle d’hypergraphe à d’autres formes de vraisemblance lui permettrait de s’appliquer à
un plus grand nombre de jeux de données, et déterminer les limites de détectabilité des
interactions offrirait une manière de quantifier directement l’importance de la corrélation
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pour la détection. Ces sujets sont explorés dans l’annexe C.

La reconstruction de la structure d’interactions est une tâche fondamentalement ardue. Compte
tenu de la structure latente inconnue, la qualité de la modélisation est difficilement quanti-
fiée pour des observations réelles. En dépit de cette difficulté, l’inférence bayésienne procure
une distribution plutôt qu’une seule estimation, ce qui favorise une interprétation nuancée et
robuste. Grâce à ces méthodes de reconstruction, il est possible d’analyser la structure d’une
grande variété de systèmes qui resterait autrement inconnue.
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Annexe A

Algorithmes d’échantillonnage

Cette annexe présente des algorithmes d’échantillonnage utilisés dans les méthodes de MCMC
du chapitre 2. Le contenu est basé sur les algorithmes des sections 1.6.2 et 1.6.3.

A.1 Loi géométrique tronquée

La fonction de masse de la loi géométrique tronquée est

P(x) ∝ (1− p)x, p ∈ (0, 1). (A.1)

En considérant l’intervalle de troncature [x1, x2], la constante de normalisation C est

C =
x2∑

x=x1

(1− p)x =
x2−x1∑
x=0

(1− p)x+x1 = (1− p)x1
x2−x1∑
x=0

(1− p)x

= (1− p)x1 1− (1− p)x2−x1+1

p
, (A.2)

Ainsi, la fonction de masse exacte est

P(x) = p(1− p)x−x1

1− (1− p)x2−x1+1 (A.3)

et la fonction de répartition est

CDF(x) =
x∑

y=x1

P(y) = p

1− (1− p)x2−x1+1

x∑
y=x1

(1− p)y−x1 = 1− (1− p)x−x1+1

1− (1− p)x2−x1+1 . (A.4)

Pour échantillonner cette loi, la méthode de la transformée inverse est idéale étant donné
qu’une forme analytique existe pour la fonction de répartition inverse.
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Pour générer une variable aléatoire discrète X à partir d’une variable aléatoire continue u ∼
U(0, 1), on cherche la plus petite réalisation x telle que u ≤ CDF(x). Ainsi,

u ≤ 1− (1− p)x−x1+1

1− (1− p)x2−x1+1

u[1− (1− p)x2−x1+1] ≤ 1− (1− p)x−x1+1

(1− p)x−x1+1 ≤ 1− u[1− (1− p)x2−x1+1]

(x− x1 + 1) ln(1− p) ≤ ln{1− u[1− (1− p)x2−x1+1]}. (A.5)

Puisque ln(1− p) < 0 pour p < 1,

x ≥ ln{1− u[1− (1− p)x2−x1+1]}
ln(1− p) + x1 − 1. (A.6)

Le plus petit entier respectant cette condition est donc

x =
⌊

ln{1− u[1− (1− p)x2−x1+1]}
ln(1− p)

⌋
+ x1 − 1 (A.7)

où ⌊·⌋ dénote la fonction partie entière.

A.2 Loi Gamma tronquée

La fonction de densité de la loi Gamma de paramètres α et β tronquée sur l’intervalle [x1, x2]
est

f(x) = βα

γ(βx2, α)− γ(βx1, α)xα−1e−βx, (A.8)

où γ(βx, α) :=
∫ βx

0 tα−1e−tdt est la fonction gamma incomplète inférieure.

Contrairement à la loi géométrique tronquée, une expression analytique est inconnue pour la
fonction de répartition inverse de la loi Gamma tronquée. Il faut alors utiliser une approxima-
tion numérique ou une méthode alternative comme la méthode du rejet. Dans cette section,
les deux approches sont présentées.

A.2.1 Méthode de la transformée inverse

La méthode de la transformée inverse est implémentée à l’aide la librairie C++ Boost1 qui
permet d’estimer les fonctions gamma incomplètes ainsi que leurs inverses de manière numé-
rique. Pour obtenir une fonction de répartition inverse compatible avec la fonction gamma
incomplète inverse, le changement de variable x′ = g(x) = βx doit être effectué. Cette trans-
formation étant une fonction monotone, il suffit d’appliquer la correction du jacobien à la

1https://www.boost.org
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densité

f(x′) = f(g−1(x′))
∣∣∣∣∣dg−1(x′)

dx′

∣∣∣∣∣
= βα

γ(βx2, α)− γ(βx1, α)(x′/β)α−1e−x′ ·
∣∣∣∣ 1β
∣∣∣∣

= 1
γ(βx2, α)− γ(βx1, α)(x′)α−1e−x′

, (A.9)

où g−1(x′) = x′/β.

La fonction de répartition pour x′ est

CDF(x′) = γ(βx′, α)− γ(βx1, α)
γ(βx2, α)− γ(βx1, α) (A.10)

et sa fonction de répartition inverse est

u = CDF(x′)

u[γ(βx2, α)− γ(βx1, α)] = γ(x′, α)− γ(βx1, α)

CDF−1(u) = γ−1
(

u[γ(βx2, α)− γ(βx1, α)] + γ(βx1, α), α

)
, (A.11)

où γ−1(·, α) dénote l’inverse de la fonction gamma incomplète. Cette fonction inverse existe,
car la fonction gamma incomplète est monotone croissante. Avec l’équation (A.11) et la trans-
formation inverse, CDF−1(u)/β ∼ f(x) où u ∼ U(0, 1).

A.2.2 Méthode du rejet

L’échantillonnage d’une loi Gamma tronquée peut également s’effectuer grâce à la méthode
du rejet. Cette sous-section présente l’algorithme utilisant la loi de proposition Gamma et la
loi de proposition linéaire.

La loi Gamma est généralement une excellente loi de proposition pour la loi tronquée : comme
les lois sont identiques à une constante près, cette constante est contenue dans M et les valeurs
y proposées dans l’intervalle [x1, x2] sont acceptées avec probabilité 1

P(Accepter y|y) = 1[x1,x2](y). (A.12)

La probabilité qu’une valeur proposée soit rejetée est donc la probabilité qu’elle soit hors de
l’intervalle de troncature

P(y ̸∈ [x1, x2]) = γ(x1, α) + Γ(x2, α), (A.13)

où Γ(x, α) :=
∫∞

x tα−1e−tdt est la fonction gamma incomplète supérieure.

Cependant, la probabilité de rejet (A.13) peut être grande lorsque l’intervalle [x1, x2] est petit.
Le cas échéant, la densité linéaire introduite à la section 2.9.1 est mieux adaptée. En effet,
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puisque la densité de la loi Gamma est lisse, une droite en est une approximation raisonnable
sur un petit intervalle.

La pente c de la loi de proposition est celle de la ligne reliant f(x2) à f(x2)

c = f(x2)− f(x1)
x2 − x1

(A.14)

et M est le ratio des maxima

M =
max

x∈[x1,x2]
h(x)

max
x∈[x1,x2]

f(x) , (A.15)

où h est la loi linéaire. Le maximum de h se situe à x1 si f(x1) > f(x2) et à x2 autrement. Le
maximum de la loi Gamma tronquée f est au mode (α− 1)/β si celui-ci est compris dans le
support. Autrement, il se situe au même endroit que h. La probabilité d’accepter une valeur
y dans l’algorithme est donnée par l’équation (1.83).
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Annexe B

Complexité algorithmique

La complexité algorithmique d’une méthode numérique est un aspect important à considérer.
Effectivement, un algorithme peut s’avérer trop coûteux en mémoire ou en temps dans certains
contextes, ce qui limite sa praticité.

Cette annexe détaille la complexité algorithmique des différentes opérations effectuées dans les
méthodes de MCMC du chapitre 2. L’expression O(f(n)) dénotera l’ensemble des fonctions
dont le rythme de croissance est borné supérieurement par f(n). Formellement, O(f(n)) est
l’ensemble des fonctions g pour lesquels il existe un c et un n0 de sorte que |g(n)| < cf(n)
pour tout n ≥ n0 [94].

B.1 Échantillonnage de la structure

La structure de données utilisée pour le graphe aux liens catégoriques est la liste d’adjacence.
Dans cette structure de données, une liste de voisins et d’entiers qui encodent si l’interaction
est de type 1 ou 2 est associée à chaque noeud. Ce faisant, ajouter un lien dans un graphe
a une complexité constante O(1). De plus, retirer un lien, déterminer l’existence d’un lien
et identifier ou modifier le type d’interaction d’une paire (i, j) possèdent une complexité de
O(ki + kj), où ki est le nombre de voisins du noeud i.

Dans l’algorithme de MH du modèle de graphe aux liens catégoriques, deux types de pas sont
proposés : une incrémentation du type d’interaction d’une paire (i, j) pour laquelle ℓij < 2 et
une décrémentation du type d’une paire pour laquelle ℓij > 0. En stockant les paires ayant
un type d’interaction non nul et ayant un type d’interaction différent de 2 dans des structures
SamplableSet1, les propositions possèdent une complexité constante O(1). Dans le calcul de
la probabilité d’acceptation de l’équation (2.35), le type d’interaction de la paire (i, j) doit
être déterminé, ce qui implique une complexité O(min(ki, kj)) (il suffit de chercher dans la

1Afin de simplifier les expressions obtenues, la complexité O(log log(wmax/wmin)) de la librairie Sampla-
bleSet (https://github.com/gstonge/SamplableSet) est considérée constante O(1).
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Figure B.1 : Structure de donnée utilisée pour les hypergraphes.

plus courte liste d’adjacence).

Pour contenir les hypergraphes, une structure de données similaire aux listes d’adjacence est
utilisée. De manière identique au graphe aux liens catégoriques, les 2-liens de l’hypergraphe
sont contenus dans des listes d’adjacence. Les 3-liens sont conservés dans des arbres (structure
map2) de listes (structure list3) de la manière suivante : pour un 3-lien (i, j, k) où i < j < k,
chaque noeud possède dans son arbre de premiers voisins le prochain plus petit noeud (i→ j,
j → i et k → i), et chaque premier voisin contient dans sa liste de deuxièmes voisins le noeud
restant (i → j → k, j → i → k et k → i → j). Un schéma de la structure de données
est présenté à la figure B.1. Les opérations d’ajout, de retrait et de recherche d’un 3-lien
ont une complexité de O(log k

(1)
i + k

(2)
ij ), où k

(1)
i et k

(2)
ij sont respectivement le nombre de

premiers voisins d’un noeud et de deuxièmes voisins d’une paire de noeuds. Déterminer le
type d’interaction d’une paire requiert alors une complexité O(k + log k(1) + k(2)), où k est le
nombre de 2-liens connectés au noeud.

Dans l’algorithme d’échantillonnage d’hypergraphe, les 3-liens retirés sont choisis uniformé-
ment parmi ceux qui sont existants. Pour ce faire, un noeud i est choisi proportionnellement
à son nombre de 3-liens ∑j k

(2)
ij , puis un de ses 3-liens est choisi uniformément. Identifier le

n-ième 3-lien connecté à un noeud requiert une complexité O(k(1) + k(2)). Les 3-liens ajoutés
sont proposés en temps constant O(1), car la procédure n’implique que trois tirages de distri-
butions discrètes dont les probabilités sont constantes. De plus, puisque les 2-liens existants
et les 2-liens inexistants sont contenus dans deux structures SamplableSet, la proposition d’un
retrait et celle d’un ajout de 2-lien requièrent une complexité constante O(1). Finalement,
tous les 2-liens cachés doivent être identifiés pour les pas les impliquant. Ainsi, pour chaque
3-lien (i, j, k), il faut déterminer si les 2-liens (i, j), (j, k) et (i, k) existent. La complexité
résultante est O(kmax|T |) où kmax est le nombre maximal de 2-liens connectés à un noeud et
|T | est le nombre de 3-liens.

2https://en.cppreference.com/w/cpp/container/map
3https://en.cppreference.com/w/cpp/container/list
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Dans l’algorithme de MH, la probabilité d’acceptation de l’équation (2.38) doit également être
calculée. Pour les pas impliquant un 2-lien ou un 3-lien, le type d’interaction est requis et donc
le calcul possède une complexité O(k+log k(1)+k(2)). Cependant, comme le type d’interaction
est 2 malgré la présence ou l’absence d’un 2-lien caché, le nouveau type d’interaction n’a pas
besoin d’être déterminé et le calcul de la probabilité d’acceptation s’effectue en temps constant
O(1).

B.2 Échantillonnage des paramètres

L’échantillonnage des paramètres comporte deux étapes principales : calculer les paramètres
des lois conditionnelles P (θ∗|θ−θ∗ ,S, X) et les échantillonner. Or, la complexité de l’échan-
tillonnage est négligée, car le calcul des paramètres a un plus grand impact. Dans ce dernier,
l’évaluation des quantités X(k) et L(k) pour k = 0, 1, 2 (voir équations (2.26) et (2.27)) est
coûteuse. Ce calcul requiert le type d’interaction de chaque pair d’indice, ce qui correspond à
une complexité

O

∑
i<j

ki

 = O(nm) (B.1)

et

O

 n∑
i=1

n∑
j=1

(ki + log k
(1)
i + k

(2)
ij )

 = O

nm +
n∑

i=1

n∑
j=1

(log k
(1)
i + k

(2)
ij )


= O(nm + n log k(1)

max + |T |) (B.2)

pour le modèle de graphe aux liens catégoriques et le modèle d’hypergraphe respectivement,
où m est le nombre de 2-liens et où k

(1)
max est le nombre maximal de premiers voisins dans

l’hypergraphe.
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Annexe C

Contenu supplémentaire au projet
de recherche

Cette annexe contient des idées qui pourraient être explorées afin d’améliorer notre compré-
hension et l’applicabilité des modèles développés. Le contenu est présenté à des fins d’archi-
vage.

C.1 Proportions moyennes des types d’interaction

Dans le modèle d’hypergraphe du chapitre 2, les paramètres q et p contrôlant les probabilités
d’existence des 2-liens et 3-liens ne s’interprètent pas directement comme les proportions des
types d’interactions. En effet, une interaction peut être de type 2 malgré l’existence d’un
2-lien et un 3-lien génère plusieurs interactions de type 2.

Néanmoins, l’espérance des proportions des types d’interaction peut être obtenue. Une paire
de noeuds interagit selon le type 2 s’il existe au moins un 3-lien qui l’inclut. Conséquemment,
le type d’interaction est différent de 2 si les n− 2 3-liens incluant i et j sont absents. Par le
complément de la probabilité et par le fait que le type d’interaction est 1 s’il existe un lien
(probabilité q) et aucun 3-lien,

P(ℓij = 2|ϕH) = E[1[ℓij = 2]] = 1− (1− p)n−2 (C.1a)

P(ℓij = 1|ϕH) = q(1− p)n−2 (C.1b)

P(ℓij = 0|ϕH) = (1− q)(1− p)n−2. (C.1c)

Par souci de complétude, les proportions pour le modèle de graphe aux liens catégoriques
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(categorical edges graph) sont

P(ℓij = 2|ϕG) = q2 (C.2a)

P(ℓij = 1|ϕG) = q1(1− q2) (C.2b)

P(ℓij = 0|ϕG) = (1− q1)(1− q2), (C.2c)

où q1 et q2 sont respectivement la probabilité qu’un lien de type 1 et de type 2 existe.

C.2 Limite de détectabilité

Au chapitre 2, il a été constaté que la proportion d’interactions mal classifiées (ϵ) est liée au
chevauchement des lois du mélange des observations. Dans cette section, on s’intéresse à la
probabilité que le modèle commette les différents types d’erreurs de classification dans le cas
idéal où les vrais paramètres µ et ϕG sont connus.

Dans ce contexte, le type d’interaction la plus probable d’une paire (i, j) est

ℓ̂ij = argmax
k=0,1,2

P(ℓij = k|X, µ, ϕ)

= argmax
k=0,1,2

P(ℓij = k, X, µ, ϕ)

= argmax
k=0,1,2

P(X|µ, ℓij = k)P(ℓij = k|ϕ), (C.3)

en utilisant le théorème de Bayes. Dans le modèle d’hypergraphe, la présence d’une interac-
tion de type 2 implique la présence de deux d’autres interactions dyadiques du même type.
Toutefois, cette corrélation est inexistante pour la structure en graphe aux liens catégoriques,
de sorte que seule l’observation xij impacte ℓ̂ij

ℓ̂ij = argmax
k=0,1,2

P(xij |ℓij = k, µ)P(ℓij = k|ϕG). (C.4)

Pour ce modèle, la probabilité d’identifier le type d’interaction ℓ̂ij = a d’une paire (i, j) dont
le type d’interaction est ℓij = b est donc

P
(
ℓ̂ij = a|ℓij = b, µ, ϕG

)
=

∞∑
xij=0

P
(
ℓ̂ij = a, xij

∣∣∣ℓij = b, µ, ϕG

)

=
∞∑

xij=0
P
(
ℓ̂ij = a

∣∣∣xij , µ, ϕG

)
P(xij |ℓij = b, µ)

=
∞∑

xij=0
1{ℓ̂ij=a}(xij)P(xij |ℓij = b, µ), (C.5)

où ℓ̂ij est indépendant de ℓij et où {ℓ̂ij = a} est l’ensemble des xij pour lesquels ℓ̂ij = a.
L’équation (C.5) est « l’aire sous la courbe » de la fonction de masse de xij |ℓij = b, µ dans la
région où ℓ̂ij = a (voir la figure C.1).
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Observations (xij)

f1

f2

Zone f2 < f1

Zone f1 < f2

Figure C.1 : Chevauchement entre deux lois de Poisson.

Afin de trouver {ℓ̂ij = a}, on note que pour deux lois de Poisson f1 de paramètres λ1 et λ2

respectivement, l’ensemble sur lequel w1f1 < w2f2, où w1, w2 ∈ (0, 1), est

w1
(λ1)x

x! e−λ1 < w2
(λ2)x

x! e−λ2

eλ2−λ1 <

(
λ2
λ1

)x w2
w1

λ2 − λ1 < x ln λ2
λ1

+ ln w2
w1

.

x >
1

ln λ2 − ln λ1
(λ2 − λ1 + ln w2 − ln w1), (C.6)

où λ1 < λ2 est supposé sans perte de généralité.

Puisque µ0 < µ1 < µ2 dans le modèle de graphe aux liens catégoriques, on déduit de l’équa-
tion (C.6) que {ℓ̂ij = 0} = [0, x1), {ℓ̂ij = 1} = [x1, x2) et {ℓ̂ij = 2} = [x2,∞). Les quantités x1

et x2 s’obtiennent par l’évaluation du côté droit de l’équation (C.6) en utilisant les paramètres
λ1 = µ0 et λ2 = µ1, et λ1 = µ1 et λ2 = µ2 respectivement.

En notant {ℓ̂ij = a} = [xa,min, xa,max), l’équation(C.5) s’écrit à l’aide de la fonction de
répartition de la vraisemblance

P
(
ℓ̂ij = a|ℓij = b, µ

)
= P(xij ∈ [xa,min, xa,max]|ℓij = b, µ)

= CDFxij |ℓij=b,µ(xa,max)− CDFxij |ℓij=b,µ(xa,min) (C.7)

où

CDFxij |ℓij=b,µ(xij) = Γ(⌊xij + 1⌋, µb)
⌊xij⌋!

. (C.8)

La fonction de répartition de la loi de Poisson est définie à l’aide de la fonction gamma
incomplète supérieure en raison de sa relation de récurrence. En effectuant une intégrale par
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partie avec u = tx−1 et v = e−t,

Γ(x + 1, r) =
∫ ∞

r
txe−tdt

= −
[
txe−t

]∞
r

+ x

∫ ∞

r
ux−1e−udu

= rxe−r + xΓ(x, r). (C.9)

Comme Γ(1, r) =
∫∞

r e−tdt = e−r, on obtient par récurrence

Γ(⌊x + 1⌋, r) = x!
⌊x⌋∑
y=0

1
y!r

ye−r, (C.10)

soit la fonction de répartition d’une loi de Poisson de paramètre r multipliée par ⌊x⌋!.

L’équation (C.7) calcule la probabilité de commettre chaque type d’erreur de classification
pour le modèle de graphe aux liens catégoriques. Ainsi, cette limitation intrinsèque serait
intéressante à comparer à celle du modèle d’hypergraphe. Comme le modèle de graphe aux
liens catégoriques n’utilise que la donnée xij pour prédire le type d’interaction d’une paire
(i, j) contrairement au modèle d’hypergraphe qui tient compte des triangles (xij , xik, xjk), on
pourrait s’attendre à ce que la probabilité de commettre une erreur soit généralement plus
petite pour le modèle d’hypergraphe.

C.3 Vraisemblance binomiale négative

La vraisemblance utilisée pour modéliser les mesures dyadiques au chapitre 2 suppose des lois
de Poisson. Cette loi n’admettant qu’un paramètre λ, il est impossible de contrôler séparément
sa variance et son espérance, ce qui a comme effet V[X] = E[X] = λ pour X ∼ Poisson(λ).

On propose ainsi dans cette section une vraisemblance utilisant une loi binomiale négative.
La fonction de masse de cette distribution est

P(x) =
(

x + r − 1
x

)
(1− p)rpx, (C.11)

où p ∈ [0, 1] et r ∈ R+. Cette loi se complémente à la loi de Poisson, car E[x] < V[x] pour
une variable aléatoire x binomiale négative.

La vraisemblance utilisant cette loi est alors

P(X|r, p,S) =
∏
i<j

(
xij + rℓij

− 1
xij

)
(1− pℓij

)rℓij p
xij

ℓij
, (C.12)

où r et p sont des vecteurs contenant les paramètres des différentes classes. Nous supposons
pour p les lois conjuguées indépendantes bêta d’hyperparamètres α et β et pour r des lois
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uniformes continues U(0, rmax) indépendantes

P(p) =
∏
k

1
B(αk, βk)pαk−1

k (1− pk)βk−1, (C.13)

P(r) =
∏
k

1
rmax

. (C.14)

Des échantillons de la loi a posteriori sont générés à l’aide d’un échantillonneur de Gibbs et
des lois conditionnelles suivantes

P
(
pk|X,S, p−k

)
∝ pαk−1

k (1− pk)βk−1 ∏
i<j

(1− pℓij
)rℓij p

xij

ℓij
∀k

∝ pαk+X(k)−1
k (1− pk)βk+L(k)−1 ∀k (C.15)

où L(k) = L(k) = ∑
i<j δk,ℓij

est repris de l’équation (2.27), et

P(rk|X,S, r−k) ∝
∏
i<j

(
xij + rℓij

− 1
xij

)
(1− pℓij

)rℓij ∀k

∝ (1− pk)rkL(k) ∏
i<j

(
xij + rℓij

− 1
xij

)
∀k. (C.16)

Les lois pk|X,S, p−k sont donc des lois bêta tandis que les lois rk|X,S, r−k ont une forme
inconnue.

On tente de simplifier l’équation (C.16) pour diminuer la complexité algorithmique de son
évaluation. Pour ce faire, les rk sont supposés entiers1. Dans l’équation (C.16), le coefficient
binomial se réécrit(

xij + rk − 1
xij

)
= (xij + rk − 1)!

xij !(rk − 1)! = (xij + rk − 1) · · · rk

xij ! . (C.17)

Cette factorielle montante peut également s’écrire sous forme d’une série de puissance en rk

à l’aide des nombres de Stirling de première espèce non signés2 [95]

rk(rk + 1) · · · (rk + xij − 1) =
xij∑
s=0

[
xij

s

]
rs

k. (C.18)

Ainsi,

P(rk|X,S, θ−rk
) ∝ (1− pk)rkL(k) ∏

i<j
ℓij=k

xij∑
s=0

[
xij

s

]
rs

k. (C.19)

En regroupant les xij de même valeur,

P(rk|X,S, θ−rk
) ∝ (1− pk)rkL(k) ∏

x∈{xij}

(
x∑

s=0

[
x

s

]
rs

k

)#(x)

(C.20)

1La loi a priori est donc une loi uniforme discrète.
2Merci à Olivier Ribordy pour cette trouvaille.
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où #(x) est le nombre d’éléments du triangle inférieur de X qui valent x et {xij} est l’ensemble
des éléments de X. Avec ces manipulations, le produit sur les paires (i, j) s’est transformé en un
produit sur les différentes valeurs des éléments xij , soit un produit comportant généralement
moins de termes. En utilisant la relation de récurrence[

n + 1
k

]
= n

[
n

k

]
+
[

n

k − 1

]
(C.21)

aux conditions initiales [
0
0

]
= 1 et

[
0
n

]
=
[
n

0

]
= 0, (C.22)

les nombres de Stirling peuvent être calculés efficacement. L’équation (C.20) pourrait possi-
blement être simplifiée à l’aide de fonctions génératrices.
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